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Ĵזוויתי תנע של כללית הגדרה
G

  85........................................................................................................:קוונטית במכניקה 
  85..........................................................................................................................................:נגדיר מערכת שלמה

  m: .........................................................................................................................................86ל  ושjחישוב של 
  87.................................................................................................: קווטיזציה-  j ו mחישוב המספרים הקוונטים -סיכום



 תומר לויתן: נכתב על ידי, מבוסס על הרצאותיו של  פרופסור  אקרמן אריק)                                                                                        115203   (1פיסיקה קוונטית 

- 6 - 

  88..............................................................................................................................................:קוונטיזציה של תנע זוויתי אורביטלי
  89.............................................................................................................................:קורדינטות כדוריות ופונקציות הרמוניות כדוריות

STERN-GERLACH:..........................................................................................................................................................91  
  92..........................................................................................................................................................................:תורת ההפרעות 

  92....................................................................................................................................................:מאלגברה דוגמא
  92.....................................................................................................................................................:לקוונטים חזרה

  λ :......................................................................................................................................93 ב ראשון מסדר הפרעה
  93......................................................................................................................................:אנהרמוני וראוסילט-דוגמא
  94..................................................................................................................................................................:תיקון
  94..................................................................................................................................................:שני מסדר הפרעה
  95...............................................................................................................................................................:תזכורת
  95......................................................................................................................................:אנהרמוני אוסילטור-דוגמא

 
 
  
  



 תומר לויתן: נכתב על ידי, מבוסס על הרצאותיו של  פרופסור  אקרמן אריק)                                                                                        115203   (1פיסיקה קוונטית 

- 7 - 

  .שקפים- מבוא למכניקה קוונטית

  :ה אלקטרומגנטיתההסבר הקלאסי על ידי תור

): גל מישורי  )0 cosE E kr tω= −
GG G G

  

2: אנרגיה אלקטרומגנטית ביחידות נפחצפיפות   0
0

1
2 2

u E Iεε= כאשר  , )SIבקוונטים עובדים עם ( =

I – זו עוצמת האור.  

N ( )20
0

1 1
 ממוצע2

 בזמן

T
tu E

T
ε= =   .ω איננו תלוי בתדירות u ועל כן ∫

2 0
0

max

1
2 2

mv eV Iε⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 ( )
0

0 2

eV h W
Millikam heV W

ν

ω
π

= −⎧
⎪
⎨

= −⎪⎩

                N  תדירות2

ων
π

⎧ ⎫
=⎨ ⎬

⎩ ⎭
  

Einstein (1905) -האפקט הפוטואלקטרי:  

  .מ לחלקיק"ניתן למצוא קשר בין תופעת הגל הא. לאור יש התנהגות של חלקיק 

2
hE hν ω
π

= =   ( )E ω∝.   

h – קבוע בססי של Planck.   

  :  נקבלMillikanמתוך ניסוי 

[ ]346.62 10h J Sec−= ⋅ 0h  וגם ⋅ eV Wν = + .  

  .ישנה אפשרות לתאר את הגל בצורת חלקיקים, כלומר

  :הפוטון

N [ ] [ ]{ }

N
[ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
P2

,
2

2

 קיבלנו את
  הקשר

 קיבלנו
 את הקשר

 נחפש את
  הקשר
 ביניהם

 בעזרת היחידות

hE E h h energy time

p L ML hp k M L energy time h p k
k T T

ω ω ν
π

π

←⎯→ ⇒ = = = ×

⎡ ⎤
←⎯→ ⇒ = × = = × = ⇒ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

G GG G
  

2מקסוול מצא (
0 0 1cε μ =(   

: לסיכום
2

2

hE h

hp k

ω ν
π

π

⎧ = =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

GG
     

: נגדיר
2
h
π

= �.   

  :פוטוןהמסה של 
  .הפוטון הינו חלקיק יחסותי

2:  עבור חלקיק יחסותי מתקיים 2 2 2 4
0E p c m c= +.   



 תומר לויתן: נכתב על ידי, מבוסס על הרצאותיו של  פרופסור  אקרמן אריק)                                                                                        115203   (1פיסיקה קוונטית 

- 8 - 

  :  על מנת למצוא את מסת הפוטון 0mננסה לחלץ את 

( ) ( ) N ( )2 2 22 2 4
0

 עבור גל
מ מתקיים"א  

ck

k c m c

ω

ω ω

=

= + ⇒= = = ( )2ω= = 2 4
0 0 0

 מסת הפוטון

m c m+ ⇒ =
��	�


  

  : של הפוטוןuGמהירות 

:באופן כללי מתקיים
2

0 0 0
2 2 2

2 2 2

;; ;;
1 1 1

m c m u mE p m
u u u
c c c

= = ≡

− − −

GG
.  

  :עבור הפוטון

N
N N
0

2

2

0
2 2

0

2 1 0
1  מהירות הפוטון

 סופי

m
u
c

mE u c
c u

c
→

− →

= ⇒ =

−

  

  .מהירות ואת האנרגיה שלו,אנו  יכולים לתאר מסה , הפוטון הוא חלקיק לכל דבר 

) Plankפיסיקה קוונטית והקבוע של  )=:  

   : hמימדים של 
2

 פעולה 
MLtime energy length momentum angle angular momentum E T
T

= × = × = × ⇒ × = ≡=  

  ) אז אנו דנים במערכת קוונטיתhאם מקבלים פעולה שהיא בסדר גודל מקורב לזה של (
   .=פיסיקה קוונטית מוגדרת כמערכת שפעולתה בסדר גודל של 

  :אלקרי-האפקט הפוטו, 1דוגמא 

]: אפקט הפוטו אלקטריאנרגיה ב ] [ ]19
0 1 1.6 10E eV eV J−= ≈ = ⋅  

3 152 110 6 10
sec

0

A cπλ ω π
λ

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎡ ⎤≈ = = ⋅⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
    [ ]1010

0

Aa m−⎧ ⎫⎡ ⎤ =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
  

[ ]3510 sec  מערכת קוונטית 
E J
ω

−≈ ⋅ ≈ ⇒=.  

  :אנטנה, 2דוגמא 

: נתונים של אנטנת רדיו
N [ ]

[ ]

1

1
 הספק

P KW

MHzν

≈

≈
.  

  : נחשב את הפעולה של התהליך
2 3110

 זו הקומבניצה
 שנותנת לנו יחידות
 של זמן אנרגיה

P אין צורך במערכת קוונטית ν −

×

× ≈ ⇒= � =�	
  

במקרה הזה אין צורך בקוונטים אבל אם יהיה לנו צורך בהספק גבוהה מאוד אז כן יהיה צורך במערכת (
  )כלומר תלוי בנתונים, קוונטים



 תומר לויתן: נכתב על ידי, מבוסס על הרצאותיו של  פרופסור  אקרמן אריק)                                                                                        115203   (1פיסיקה קוונטית 

- 9 - 

  :ניסוי יאנג, התאבכות של גלים

  

( ) ( )
0,

 שדה חשמלי
 של הגל

i kr tr t e ωψ ψ −=
GG

�	
  . זה הגל ההרמוני שלנו-

  .יק של בעיה אלקטרומגנטית בעזרת סופרפוזיציהידוע שניתן לתאר כל פתרון מדו

):Cהאמפלידוטה בנקודה  )N 1 2

 אמפלידוטה
 בנקודה

C

S Scψ ψ ψ= +  

):  היאCוהעוצמה בנקודה  ) ( ) 2
I c cψ=.   

  
האומר שניתן להפוך את הבעיה לבעיה  ,Huyghens-Fresnel של ןשני הדברים הללו ניתנים על ידי העיקרו

  . טיםשל שני גלים מונוכרומ
  

   : Cנחשב את האמפלידוטה בנקודה 

( ) ( )1 2
0

ikr ikri tc e e eωψ ψ −= +
G GG G

   

1 1

1 2

r S c

r S c

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

JJJGG
JJJGG   

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1
22 2 2

0 0 2 11 2 1 cosik r rI c c e k r rψ ψ ψ−⇒ = = + = + −
G G G G G G

  

N: נגדיר פאזה ( )1 2
 פאזה

k r rδ −
G G Gונקבל�  ,  

( )1 1 2 2
2 cos cosS C S Cπδ θ θ
λ

= −
JJJG JJJJG

   

: בגבול של זויות קטנות
a D
x D

⎧
⇐ ⎨

⎩

�
�

 1 2cos cos 1θ θ� �.   

( ) N1 2
2 2

 לראות
 בתרגול

axS C S C
D

π πδ
λ λ

≅ − ⋅�  

( )
0

2
0

22 1 cos axI c
D

πψ
λ

≡Ι

⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠�	
   

D

c

a 

1S  

2S  
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  : כלומר התמונה שהקבל הל המסך היא

  
  

  ):מרחק בין שני מקסימומים(  ixנחשב את 

2 2 ,i
i

ax Dn n x n
D a

π λπ
λ

= ∈ ⇒ = ⋅]  

   :Braggפיזור 

  .מ על ידי גביש" של גלים אפיזור

  
  .על מנת לקבל את תמונות ההתאבכות מספיק לנו שני מישורים סמוכים

  

x

( )I c  

02I  

ix 

d

d

1S 

2S 

...
nS

 

M 

M`
;  

θ 

θ 

oH  H 
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  : נגדיל את הציור

  

( )' sin
coso

dH M θ ψ
ψ

= −.   

2
πψ θ γ+ + =  

  

( )' cos ' ' cos
'

M H M H M M
M M

γ θ ψ⇒ = ⇒ = +  

( ) ( )sin sin 2sin cos
2 cos cos

d dλ δ θ ψ θ ψ θ ψ
π ψ ψ

= − + + =⎡ ⎤⎣ ⎦  

22 2 sin 2 sin , 1,2,3,...n d n d nπλ π θ λ θ
λ

= = ⇒ = =  

  

  :)Compton )1922פיזור 

  )הוכחה ראשונה של חלקיקיות האור(
  

d

M`
;  

ψ  β  

θ  

α  

M

oH  

γ 
M`

;  

M

H 
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  :הניסוי

  
  ) אלקטרונים חופשיים⇐מתכת(

  : Comptonנוסחת

N ( )' 1 cos
e שינוי אורך הגל

h
m c γλ λ θ− =   . מסת האלקטרון- emכאשר     , −

  :פיזור של פוטון על ידי אלקטרון, הוכחה
  :לפני ההתנגשות

  

                    2

0

e e

h h pp
c

E m cE h

γ

γ

ν
λ

ν

== =

==
  

  :אחרי ההתנגשות
2 2 2 4

e eE p c m c= +  

  
'

'
'

E h

h hp
c

γ

γ

ν

ν
λ

=

= =
  

  :שימור אנרגיה

( ) 2 2 2 2 41 'e eh m c hv p c m cν + = + +  

  :שימור תנע

) : xבציר  ) '2 cos cos e
h h p
c c γ
ν ν θ θ= +  

)קרינת  )X ν 

  )מתכת(מוצק דק 

)קרינת  )X ν 

( )'x ν 

γθ  

X

 γפוטון 

e− 

X

Y

e− 

,Photon γ 

eθ  

γθ  
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) : yבציר  ) '3 0 sin sin e
h p
c γ
ν θ θ= − +  

  
   : 1נפתח את נוסחה 

( )
( ) ( ) ( )

22 2 4 2 2

2 2 4 2 2 4 2 2

'

4 ' 2 '

e e

e e e

h h m c m c p c

h h m c m c h m c p c

ν ν

ν ν ν ν

− + = + ⇔

⇔ − + + − = +
  

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2
22 2

2 22 2
2

22 2

cos 'cos
2 , 3 'cos 'sin

sin 'cos

e

e

hp
c

p c h h h
hp
c

γ

γ γ

γ

θ ν ν θ
ν ν θ ν θ

θ ν θ

⎧ ⎛ ⎞= −⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠⇒ ⇒ = − + ⇒⎨
⎪ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

  

( ) ( ) ( )2 22 2 25 ' 2 'cosp c h h h γν ν νν θ⇒ = + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 22 2

2 2
2

4 5 ' 2 ' ' 2 'cos

'2 ' 2 ' 2 'cos 1 cos
'

1 cos ' 1 cos
'

 מקרה פרטי עבור אלקטרון
 עבור פיזור אחר המסה תהיה שונה

e

e
e

e e

h h m c h h h h

hh m c h
m c

c c h h
m c m c

γ

γ γ

γ γ

ν ν ν ν ν ν νν θ

ν ννν ν ν ηνν θ θ
νν

θ λ λ θ
ν ν

+ ⇒ − + − = + − ⇔

−
⇔ − + − = − ⇔ = − ⇔

⇔ − + = − ⇔ − = −

�����	����


  

  : של האלקטרוןComptonאורך גל 

0.0243
0

Ac
e

h
m c

λ =�   

  
וזו הסיבה , )ואורך גל קצר( על מנת לראות את האפקט יש צורך בקרינה עם אנרגיה גבוהה מאוד :הערה

  . קשהXלשימוש בקרינת 

  :חזרה על תכונות גליות

): מיתר חד ממדי ),y x t  

  

  :משוואת הגל
2 2

2
2 2
y yv

x t
∂ ∂

=
∂ ∂

  

): פתרון כללי ),y x t   

( ),y x t 

X ) עבור זמןt  נתון (  
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p x vt
q x vt
≡ −⎧

⎨ ≡ +⎩

( )

( )

1
2
1
2

x p q

t q p
v

⎧ = +⎪⎪ ⇔⎨
⎪ = −
⎪⎩

  

):  באופן כללי ), ,p q x p q
x p x q x p q
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ;; 

p q v v
t p t q t p q
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

22

2

22
2

2

p qx

v
p qt

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ = +⎜ ⎟∂ ∂∂⎪ ⎝ ⎠⇒ ⎨
⎪ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= −⎜ ⎟⎪ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎩

  

2
0y

p q
∂

⇒ ≡
∂ ∂

  

( )N ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )1 1, , ,
 פונקציה
 כללית של

q

g q

y g q y p q f p g q dq y p q y x t f x vt g x vt
q
∂

= ⇒ = + ⇒ = = − + +
∂ ∫��	�
    

  :פירוש פיסקאלי של הפתרון

0gנניח ש  ≡ ⇐ ( ) ( ),y x t f x vt= −:  

   

  :וניגל הרמ, הדוגמא הקנונית

( ) ( )( ) ( ) 2 2cos cos cosf x vt A k x vt A kx kvt A x t
T

π πϕ ϕ ϕ
λ

⎛ ⎞− = − + = − + = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

,  זמן מחזור - T, אורך גל-  λ, אמפליטודה – A, כאשר
2
T
πω : תדר ומספר גל-  =

2k π
λ

=.   

( ) ( )cosf x vt A kx tω⇒ − = −  

( )
1

1

x
t

 
( )

2

2

x
t

 

( )2 1v t t− 

( ),y x t 

X 
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)  k-לωקשר בין  ){ }w k:   

( )

( )

2
2

2

2
2

2

cos

cos

f A kx t
t
f Ak kx t

x

ω ω

ω

⎧∂
= − −⎪⎪ ∂

⎨
∂⎪ = − −⎪ ∂⎩

  

2 2 2v k vkω ω⇒ = ⇒ =  

  :מהירות הפאזה

pv
k
ω�.   

  :מהירות חבורה

gv
k
ω∂
∂

�.  

vkωעבור  p,  מתקיים= gv v v= =.   

o למהירות הפאזה אין משמעות פיסיקלית. 
o מהירות חבורה מתארת את מהירות העברת המידע ולכן היא תמיד קטנה ממהירות האור .

 ).מעבר אנרגיה לאורך הגל(מתאר את קצב העברת האנרגיה בגל מנקודה לנקודה 

   :דוגמא

m : 2ניקח חלקיק יחסותי בעל מסה  2 2 4E p c m c= +.  

E;;: ון שלנובמיל p kω= == =.   

kωנעשה שימוש במילון זה ונעבור לגל  −.   

2 4
2 2 2 2 4 2 2 m cp c k m c k cω ω⇒ = + ⇔ = +=

=
  

  :נחשב את מהירות הפאזה ומהירות החבורה של הגל שקיבלנו
2 2

2 21p
m cv c c

k k
ω

= = + >
=

ולמרות זאת זה אינו (דוגמא למהירות פאזה שיותר גדולה ממהירות האור  , 

  ).מפריעה
  : מהירות החבורה

2 2

2 21
g

d cv c
dk m c

k

ω
= = <

+
=

  .מהירות החבורה תמיד חייבת להיות קטנה ממהירות האור , 

  : גלי חומר–דוגמא נוספת 

  :mחלקיק לא יחסותי בעל מסה 
2

2
pE
m

=.  

  :נבנה את הגל בעזרת המילון שלנו ונקבל

( )2
2

2 2
k

k
m m

ω ω⇒ = ⇒ =
= ==  

: נחשב את מהירות הפאזה
2p

kv
m

=
=

.  

2g: ומהירות החבורה p
kv v

m
= =
=

.  
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  :חבורת גלים, סופרפוזיציה של גלים מישוריים

  
 של גלים הרמוניים כלומר על ידי סופר פוזיציה. ניתן לחשב על חבורת הגלים כאוסף של גלים  מישורים

  )משפט פורייה( .מישורים ניתן לחשב את חבורת הגלים

  :הצגה קומפלקסית

( ) ( ) ( )( ), cos Re i kx ty x t A t kx A e ωω −= − =  

  : נגדיר את

( ) ( ), i kx ty x t Ae ω−�  

]: סופרפוזיציה ]1 2,k k k∈   

( )
2

12 1
,

k
ikx t

k

Ay x t e e dk
k k

ω−= ⋅
− ∫  

2: נגדיר 1k k kΔ −�.   

( ) ( )

( )

( )

1 2 2 1 2 1
2 1

2 1

2 2 2

2

1 2

1 1,

sin
2,

2

sin
2, cos

2
2

k k k k k ki t i t i x i x i xik x ik x

k ki xi t

Ae Aey x t e e e e e
k ix k ix

kx

y x t Ae e kx

kx
k ky x t A x tkx

ω ω

ω

ω

+ − −− − −

+
−

⎛ ⎞
⇒ = − = − ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠

Δ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠⇒ = ⋅ ⇒
Δ

Δ⎛ ⎞
⎜ ⎟ +⎛ ⎞⎝ ⎠⇒ = −⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠
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  .סופרפוזיציה של גלים ההרמונית תמיד מקבלים גל יותר ממוקם

   .בלתי ממוקםגל הרמוני מישורי הוא גל 
  

1 2

1

2
2 1

sin 0
2, ,

2
0

2

2 4

2

x x x

kx
kx x x n n

kx

k x
k x

k x

π

π
π

π
Δ = −

⎧ Δ⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎪ Δ⎪ ⎝ ⎠ ⇒ = ∈⎨
Δ⎪ ≠⎪⎩

Δ⎧ = −⎪⎪ ⎯⎯⎯⎯⎯→ Δ Δ =⎨Δ⎪ = +
⎪⎩

]

  

   .xΔ לבין kΔקיבלנו קבר בין 
  . קטן יותרkΔלקבלת חבורת גלים רחבה יותר נשתמש ב 

  )גל צפוף יותר. ( גדול יותרkΔ קטן יותר ניקל xΔלקבלת 
  .אם נרצה חבורת גלים מרוכזת יותר ניקח יותר גלים בטווחי מספרי גל גדולים יותר: מסקנה

  :באופן כללי

): ראינו סופר פוזיציה של שני גלים ) ( )
2

12 1
,

k
i kx t

k

Ax t e dk
k k

ωψ −=
− ∫.  

):נגדיר אם כן את המקרה הכללי ביותר ) ( ) ( )1,
2

i kx tx t g k e dkωψ
π

∞
−

−∞
∫�  

0tנראה מה קורה בחבורת הגלים בזמן  =:   
  

( ) ( ), 0
2

ikxg k
x t e dkψ

π

∞

−∞

= ≡ ⋅∫  

)אם ניקח את האמפליטודה  ),0xψבהתאבכות בונה ושווה לאפס בהתאבכות ת היא תהיה מקסימאלי 

  .הורסת
  : נניח

1x 2x 
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( ) ( ) ( )i kg k g k e α= ⋅  

)פאזה  )kα היא פונקציה רציפה של k עבור kΔקטן נקבל  :  

( ) ( ) ( )
0

0 0 .....
k k

dk k k k
dk
αα α

=

⎛ ⎞≈ + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0

0

0
1,0 ,
2

i k x k i k k x x

k k

dx e g k e dk x
dk

α αψ
π

∞
+ − −

=−∞

⎛ ⎞⇒ ≈ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ �  

( )g k 

0k 

kΔ 
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  :מקרה ראשון

0xנניח ש x xΔ =   . הוא גדול−

)במקרה זה ניתן לומר ש  ) ( )( )0 0 0i k k x x
xg k e dk

∞
− −

Δ →∞
−∞

⋅ ⎯⎯⎯→∫ .  

  
  

Fresnel:  

  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0

0
lim n n

u
i k k x x i k k x x

nk n
g k e k g k e

δ
δ

≡

− − − −

→
⋅ = ⋅∑∫


����

  

  
ניתן לראות שעל מנת לעבור בין הוקטורים יש . כל איבר בסכום מתואר על ידי וקטור במישור המרוכב

  .במישור המרוכב" סיבוב"לבצע 

)הגודל של כל וקטור הוא  )g k.   

ר חיובי יהיה וקטור שלילי על כל וקטו, הסכום הכולל ישאף לאפס כאשר מספר הוקטורים שואף לאינסוף
  .ולכן הסכום הוא בקירוב אפס) אשר ערכו בקירוב דומה(
  

  :מקרה שני

( ) ( )( )0 0Re i k k x xg k e − −
 

k  

kδ 

0k 

1k 
2k 

3k 

2k− 
1k− 

3k 

u kδ 
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0x x xΔ =   : הוא קטן−

  
  .0xמתקבלת אמפליטודה מקסימאלית סביב 

  
  ).בניגוד לקודם שהוקטור יתאפס(טור הסופרפוזיציה הוא בעל גודל סופי ניתן לראות שוק

  :מסקנה

 ( ),0xψ ממקום ברווח xΔ ,
1x
k

Δ ≥
Δ

 

   :Heisenbergהודאות של -עקרון אי

 .בורת גלים ממוקמת יותר על מנת לבנות חkחפיפה רחבה יותר במרחב מספרי הגלים צריך  
 צר kΔ רחב זה שקול ל xΔואם נרצה ) חוברת גלים( רחב kΔ צר זה שקול ל xΔאם נרצה , כלומר

  ).גל מישורי(

 צר רחב

 רחב צר

k x
k x

Δ ⇔ Δ
Δ ⇔ Δ

  

( )

( ) ( )N

0,0

1 0
,0

0 0
 של דירק

 הפונקציה הצרה ביותר

 הפונקציה הרחבה ביותר

ik x

ikx

x e

x
x e dk x

x
ψ δ

∞

−∞ Δ

⎧Ψ = ⇐
⎪⎪ =⎧⎨ = ≡ = ⇐⎨⎪ ≠⎩⎪⎩

∫
  

( ) ( )( )0 0Re i k k x xg k e − −
 

k  

0k 
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  )חשוב (:חבורה גוסיאנית של גלים

  :הגדרה

 

 

( )
( )

( )
2

2
04

1
42

 נירמול

a k kag k e
π

− −
= ⋅

�	


  

1k
a

Δ ∝  

  

  :חבורת גלים גאוסינית

( )
( )

( )
2

2
04

3
4

, 0
2

a k k ikxax t e e dkψ
π

∞ − −

−∞

= = ⋅ ⋅∫  

  :נפתח את האקספוננט

( )
2 2 2

2
0 0 02 2

2
4 4
a a ix xk k ikx k k ik x

a a
⎧ ⎫⎛ ⎞− − + = − − − + −⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
  

  , לכן

( )
( )

222

0 220

2
4

3
4

,0
2

a ixx k k
ik x aaax e e e dkψ

π

⎛ ⎞∞ − − −− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−∞

⇒ = ⋅ ⇒∫  

  :נגדיר את האינטגרל

( )2ye dyα β π
α

∞
− +

−∞

=∫  

  :  x גאוסיאן בואם כן נקבל

( )
( )

2

20
3
4

2,0
2

x
ik x aax e e

a
πψ

π

−
⇒ = ⋅ ⋅ ⋅  

  

x aΔ ∝  

0k 

1k
a

Δ ∝ 

( )g k 
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  :רוחב של חבורת גלים

: נגדיר
( )
( )

1;
0

f x
x

f e
Δ

Δ =  

)עבור  )
2

2
x
bf x e

−
 נקבל =

2
bxΔ =.   

  : נבדוק שהוא מקיים את התנאי שהגדרנו
2

1
1

x
be

e

Δ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

  
  : עקרון אי הודאות במקרה הזה

2 1
21 1

2

ax
k x

k
a a

⎧ Δ =⎪⎪ ⇒ Δ ⋅Δ =⎨
2⎪Δ = =⎪⎩

  

0tנדון במקרה שבו הזמן איננו אפס    :סיאנית  התנהגות בזמן של חבורת גלים גאו- ≠

( ) ( ) ( )1,
2

i kx tx t g k e dkωψ
π

∞
−

−∞

= ∫  

)נניח ש  )g k0 - ממוקם מסביב לk k=לכן  ,

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2
2

0 0 0 2
1 ...
2k k k k

d dk k k k k k
dk dk
ω ωω ω

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞≅ + − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

( )( ) ( ) ( )
0 0

2
2

0 0 0 0 2
1
2k k k k

d dkx t k x k t k k x t k k t
dk dk
ω ωω ω

= =

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞⇒ − ≅ − + − ⎢ − ⋅ ⎥ − − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

  

0gנגדיר  k k= g ונזכיר ש −
d v
dk
ω
=.   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2
0 0 0

2
0

1, **
2

g k k

q di
dkx v ti k x k t iqx t e g q k e e t

ω

ωψ
π

=

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟∞ ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠

−∞

⇒ ≅ + ⋅∫  

0x 

x aΔ ∝ 
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ckωנניח ש  - 1מקרה    ):מ"גלים א (=

: מתקיים 
2

2 0d
dk
ω
  , ולכן נקבל =

( )
( )
N ( )
**

, gx t f x v tψ⇒ = −  

 נניח ש -2מקרה 
2

2 0d
dk
ω
≠:   

), כלומר, ניקח שוב חבורה גאוסינית )
( )

( )
2

2
04

1
42

a k kag k e
π

− −
= :   ונגדיר⋅

0

2

2
k k

d
dk
ωβ

=

  :  ונחשב את ≡

( )
2 2

2
4 2g

a qq i tiq x v te e e dq
β∞ − −−

−∞

⋅ ⋅ ⋅ ⇒∫  

  ,על מנת לחשב זאת נפתח את המעלות האקספוננט קודם לכן

( ) ( )
2 2 2 2

2

2 2
2 2

4 2 2 2

2
2 2 2

g gt

B
A

a q q aq iq x v t i t i t iq x v

A A iB A B Bq iBq q q q i
A A A

β β
⎛ ⎞

− + − − = − + + − ≡⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≡ − + = − − = − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

��	�

��	�


  

  
  

2
2 2

22 2 2
A BB Bq i

AA Ae e e π
⎡ ⎤⎛ ⎞− −∞ ⎢ ⎥⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

−∞

⇒ = ⋅
Α∫  

( ) ( ) ( )( )

( )2
2

0 0

1
24 2

2

2
,

2

gx v t

a i t
i k x k t

a

x t e e
a i t

β
ωπ

ψ

β

−
−

⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⇒ = ⋅

+

  

     :והרוחב של הגאוסיאן הוא
2 2

4
41

2
a tx

a
β

Δ = +.   
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  ):1924דה ברולי ( תכונות גליות של חלקיקים –גלי חומר 

E

p k

ω←⎯→

←⎯→

=

= GG  

ואנרגיה קינטית ) pGתנע  (vG ומהירות mחלקיק בעל מסה 
2

2k
pE
m

=.   

  ?  של חלקיקmλמה יהיה אורך גל  

2
2

2m
k

hp k

h h h
p mv mE
π

π λ

λ

⎧ ⎫= =⎨ ⎬
⎩ ⎭

= = =

=

��	�

  

  : mλסדר גודל של 

  :  של חלקיק כלשהודוגמא

: אורך גל של חלקיק בעל הנתונים

[ ]

8

9

3 10
sec

10

mv

m gr−

⎧ ⎡ ⎤= ⋅⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎨
⎪ =⎩

  

14 42 / 2 10 2 / 2 10
0

Am
h m

mv
λ − −= = ⋅ = ⋅  

  :דוגמא של אלקטרון

]:  נתוני האלקטרון ]150 ,k eE ev m=.   

1: נחשב את אורך הגל דברולי
2

0

Am
e k

h
m E

λ = =.  

  )פיזור אלקטרונים על גביש(

   : Davisson-Germer , 1927ניסוי של  - 3דוגמא 
  

   :Vמתח 
2

2k
pE eV
m

= =  

2

12.25
2 2

0

 נוסחת
Davisson-Germer

Am m
h hc
mev Vmc eV

λ λ⇒ = = ⇒ =
���	��


  

   :Schrodinger משוואת –גלי חומר 

  :מ" גלים א-דוגמא

( ) ( )2 2
2

2 2
, i kx tx t Aec

dx t w ck

ωζ ζ ζ −⎧∂ ∂ =⎪= ⇔ ⎨
∂ =⎪⎩
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i ik
t x

ik i
x t

ζ ωζ

ζ ζ ω

∂ ∂⎧ ⎧= − ↔⎪ ⎪⎪ ⎪∂ ∂⇔⎨ ⎨∂ ∂⎪ ⎪= ↔ −
⎪ ⎪∂ ∂⎩ ⎩

  

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1ck c k c k c c
i t i x t x

ζ ζω ω ω ζ ζ ζ ζ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

  .למעשה שחזרנו את משוואת הגלים
  :חלקיק 

( )
2 2

21
2 2 2

 דה ברולני

p kE k
m m m

ω ω= ⇔ = ⇔ =
== =

���	��

  

N
22 2 2 2

2 2
1 1

2 2 2 2
 משהו
 משוואת שרדינגר שמקיים
 עבור חלקיק בעל אנרגיה קינטית את

חלקיק בודד( בלבד  משוואת  
 הגלים

k i i
m i t m i x t m t mx x

ψ ψ ψω ψ ψ ψ ψ ψ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂⎛ ⎞⋅ = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠
= = = ==

����	���

  

  :לסיכום

2 2 2 2 2

22 2 2
 גלי חומר

p ki E
t m m mx
ψ ψ ω∂ ∂

= − ⋅ ⇔ = ⇔ =
∂ ∂

= == =
��	�


  

: עבור אנרגיה כוללת
2 2 2

2 2
P kE V V
m m

ω= + ⇔ = +
 קבוע ואיננו V זה נכון עבור המקרה שבו ← ==

   .xפונקציה של 

  ):עבור מקרה חד מימדי(ר כוללת ג נקבל משוואת שרדינ

  

( )
2 2

22
i V x

t m x
ψ ψ ψ∂ ∂

= − ⋅ +
∂ ∂

==  

 הסיבה לכך היא שניתן לפתח כל  .x – יכול להיות תלוי ב Vכאן קיבלנו משוואה שבא : הערה חשובה
  . ועל כן ניתן לעשות את הכללה הזוםה לסכום של גלים הרמונייפונקצי

  
  :ם"המקרה של גלים א

: משוואת הגלים מהצורה
2 2

2
2 2c

t x
ζ ζ∂ ∂
=

∂ ∂
)  והפתרון הוא מהצורה  ),x tζ חייב להיות ממשי כלומר 

( ),x tζ ∈\.  

  

) הפונקציהבשונה  ),x tψכלומר , השייכת למשוואת שרדינגר היא פונקציה מרוכבות ,( ),x tψ ∈^.   

)פרוש פיסיקאלי של   ),x tψבגלי חומר :  

)לפונקציה   ),x tψ, אמליטודת ההסתברותנקרא , פונקצית גל של חלקיק.  

)הגדול   ) 2,x tψ ההסתברות למצוא את החלקיק במיקום צפיפות  הואxG בזמןt.  
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  :נחזור על ניסוי יאנג

  
  .בפיסיקה הקלאסית אנו יכולים לדעת בוודאות מה הגלאי שאליו יגיע האלקטרון

  .נו לא יודעים בוודאות איפה יפגע האלקטרון אלה רק את ההסתברות שהוא יפגעבפיסיקה הקוונטית א

)בירוק זו תמונות הפגיעות כלומר ההתנהגות של ( ) 2,x tψ(   

  )קו כחול( .אם סוגרים חריץ אחד אנו נקבל שההסתברות לפגיעה בגלאים היא אחידה וזו התנהגות קלאסית

  :תלת מימדימשוואת שרדינגר במקרה 

( ) ( )
2

2 , ,
2

i V r r t
t m
ψ ψ ψ ψ∂

= − ∇ +
∂

= G G=  

  : במכניקה קוונטית Heisenbergעקרון אי הודאות של 

 של kΔראינו שעקרון אי הודאות קשור לכל תופעה גלית וכאשר אנו בונים חוברת גלים שבנוי בטווח 
2k: אורכי גל וקיבלנו את הקשר x πΔ ⋅Δ ≥.   

  .נפרש את אי השוויון הזה בעולם הקוונטי

: בעולם הקוונטי
E

p k

ω=⎧⎪
⎨

=⎪⎩

=
GG =

  ,  ואם כן

2 2
 עקרון אי הודאות
 בעולם הקוונטי

k x p x p x hπ πΔ ⋅Δ ≥ ⇔ Δ Δ ≥ ⇔ Δ Δ ≥=
��	�


  

 ) מיקום החבורה(xΔו) מהירויות, במרחב של תנע ( זהו רוחב החבורה של החלקיק pΔפירוש הדבר הוא ש 
  .רוחב חבורת החלקיקים

  . תנעיםעל מנת לדעת באופן מדויק את מיקום החלקיק בנקודה אחת צריך תווך אינסופי של
  .אם נרצה לדעת באופן מדויק את התנע של החלקיק אזי לא נדע את המיקום המדויק של התנע

  :יציבות של אטומים במכניקה קוונטית-דוגמא

  : אטום מימן

  

D

a 

1S  

2S  

מקור של 
 אלקטרונים

+ 

e− 
 )פרוטון(

 )אלקטרון(
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  )מערכת זו איננה יציבה באופן קלאסי(

( )
2 2

. .

4,
2

in c g s

p eE r p
m r

π
= −

����	���

  

p,  את אי הודאות בתנע של האלקטרון אזי �p את אי הודאות במיקום האלקטרון וב �rנסמן ב  r h ⇔⋅ ≥� �  

: אי הודאות באנרגיה 
2 2

min
4

2
hr
p

p eE p E
m h

π

⎧ ⎫
≥⎨ ⎬

⎩ ⎭

⇔ ≥ − ≥

�
�

�� ��
��	�


  

0E: האנרגיה המינימאלית נתונה על ידי
p
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∂
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≡r רדיוס בוהרנקרא ל  �.  

  :תכונות כלליות של אמפלידטות ההסתברות

)ל פונקצית ג , mחלקיק בעל מסה  ),x tψ.   

): נגדיר את צפיפות ההסתברות ) ( ) 2, ,x t x tρ ψ�.   
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∂
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  : נגדיר את וקטור צפיפות זרם ההסתברות

( ) ( ), * *
2
iJ r t
m

ψ ψ ψ ψ⋅∇ − ∇
G G G=�  

( ), 0J r t
t
ρ∂
+∇

∂
⇒ =

G G
  

  : נראה את שימור ההסתברות

N ( )
3

23 3

0

0 , 0
Jd r

J d r r t d r
t t
ρ ψ

∇ =

∂ ∂⎛ ⎞+∇ = ⇒ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∫
∫ ∫G G

G G
  

( ) ( )2 31 , . r לא תלוי בזמן t d r constψ= =∫  

  .תמיד לבדוק שפונקצית הגל שמקבלים מנורמלת,  תנאי חשוב מאודזהו
  .כל פונקצית גל חייבת להיות מנורמלת
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  :תנועת מרכז המסה של חבורת גלים

): חלקיק קוונטי ) ( )2, ,
 צפיפות הסתברותית

x t x tψ ρ= �	
  

x : Nהגדרת הממוצע של  ( )
?

0,
 הממוצע
 של
x

gx x x t dx x v tρ
∞

−∞

= ⋅ = +∫  

  : הוכחה של הקשר

( ) ( )
( ) 2,

, * ,

x t

x x x t x t dx

ψ

ψ ψ
−∞

=
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  .  חבורת גלים≡חלקיק 
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∞
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1
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⇒ = ⋅ ⋅ ⇒ =
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2
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2

 אינטגרציה
 בחלקים

 שים לב
 זהו

k
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k
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k

ω
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∂
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∂

∂
⇒ = ⋅

∂
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  :   יש לנו xאינטגרל על 

( ) ( ) ( )' 1 '1 ' **
0 '2

i k k x k k
e dx k k

k k
δ

π

∞
−

−∞
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δ⎧ ⋅ − =⎫∫ ∫
⎪ ⎪
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2

2

*
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0
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g g g
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x
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ω ω ω

ω

−
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∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂
≡

∂
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Intermezzo: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 ' '

2

1, * ' '
2

* ' ' '

i kx t i k x tx t dx dx g k g k e e dkdk

g k g k k k dkdk g k dk

ω ωψ
π

δ

− − −= =

= − =

∫ ∫ ∫∫

∫∫ ∫
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( ) ( )2 2, 1

 שיווין פרסוול

x t dx g k dkψ
∞ ∞

−∞ −∞

⇒ = =∫ ∫
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( ) 2g k⇔תנע עם קוונטי חלקיק למצוא ההסתברות צפיפות p k= = 
  

( ) 0 gx t x v t⇒ = +  

  :Ehrenfestמשפט 

? 1d x p
dt m

=  

: משוואת שרדינגר 
2 2
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m tx
ψ ψ∂ ∂

− ⋅ =
∂∂
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2 2
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∫ ∫ ∫

∫ ∫
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x
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  : עבור חלקיק קוונטי חופשי Ehrenfestנוסחת

( ) ( ),01 * ,0
x

k x d
i

p x
x

ψ
ψ==

∂
∂∫= =  

p  -ממוצע של התנע עבור חלקיק קוונטי חופשי .  

   :Vחלקיק בפונציאל  עבורEhrenfestנוסחת 

?d dVp
dt dx

=−  

** *d dp i dx i dx
dt dt x x t t x

ψ ψ ψ ψψ ψ∂ ⎡ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − + ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫= =  

): נעשה שימוש במשוואת שרדינגר הכללית )
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m tx
ψ ψψ ∂ ∂
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∂∂
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( ) 2*d V dVp dx x dx
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∂∫ ∫  
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dt dx
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  : הגדרה של אופרטור-תנע במכניקה קוונטית 
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2

i kx tx t g k e dkωψ
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   : pנגדיר את 

p
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∂
⋅
∂

=�  

p , תנעמגדיר אופרטור .  

)של פונקציות מנורמלות ) E(מערכת /מרחב ),x tψ.   
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x t
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⎪ ⎪
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): למשל ) 2f p p=.   
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  .זהו אופרטור אנרגיה קינטית-  =
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  :אופרטור הרמיטי

)ממוצע :  עבור אופרטור הרמיטידרישה )f pהוא ממשי בלבד .  
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  : ואופרטור המילטוניאן ��Schrodingerמשוואת 
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  :נכתוב את משוואת שרדינגר בעזרת אופרטורים
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  :  המוגדר על ידיHעבור 
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  : נגר בכתיב אופרטוריםמשוואת שרדי
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∂
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  )כלומר ערך התצפית שלה ממשי, זוהי משוואה הרמיטית(
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  :נחשב את אופרטור המיקום בהצגת תנע
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   )H מכיוון שבצד אחד מופעל עליו האופרטור ϕ הינו אופרטור לא ניתן לצמצם בקלות את H!! שים לב(

  :ערך עצמי של אופרטור הרמיטי

  )פונקציה עצמית(

   :Aעבור אופרטור 
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  :גמא לאופרטורדו

( ) ( )3Af x f x=  
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  :דוגמא נוספת

( ) ( ) 3Af x xf x x= −   

  :יליניאראופרטור הוא 

  : זה אומר שכל אופרטור מקיים את השוויון הבא

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2, , ,f f A f x f x Af x Af xλ λ λ λ λ λ∀ ∀ ∈ ⇒ + = +^  

): יאריינעבור כל אופרטור ל ) ( )Af x g x=  

): קיימת תת משפחה של פונקציות המקיימת ) ( ) ( ):Af x f x f xλ λ λλ=.   

) לפונקציות )f xλ של עצמיות פונקציות קורים A ול-λ של עצמי ערך קוראים A .  
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  :ערכים עצמיים ופונקציות עצמיות של אופרטור

( ) ( ) ( )
:

E E
A

x A x xψ ψ ϕ

⎧ ⎫⎯⎯→⎪ ⎪
⎨ ⎬

⎯⎯→ =⎪ ⎪⎩ ⎭
  

  : הגדרת הלינאריות

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , , ,A x x A x A x Eλϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ ϕ ϕ λ λ+ = + ∀ ∈ ∀ ∈^  

) Aפונקציות עצמיות של  ){ }f xλ:   

( ) ( )Af x f xλ λλ=  

λ  - ערך עצמי של A.   

{ A ספקטרום של{ λ=  

  :דוגמא

dA i
dθ

=  

( ) [ ], 0, 2fλ θ θ π∈  

): דרישה לפונקציות מחזוריות ) ( )2f fλ λθ π θ+ =.   

  
  

   ? Aמה הספקטרום של 
di f f Af f

d λ λ λ λλ λ
θ

= ⇔ =  

( ) ( )ln ln 0 id f i f i const f f e
d

λθλ
λ λλ λθ θ

θ
−⇒ = − ⇒ = − + ⇒ =  

( ) ( ) 2

 נתון

2 1 0, 1, 2, .....if f e λ π
λ λθ π θ λ+ = ⇒ = ⇒ = ± ± ±����	���
  

  :תזכורת-משוואת שרדינגר שאינה תלויה בזמן
2

2

2
V E H E

m
ψ ψ ψ ψ ψ− ∇ + = ⇔ =

=
  

  ):חלקיק בתיבה(רום של המילטוניאן עבור חלקיק בפוטנציאל אינסופי ספקט

  
  . הוא רציףHשל " ספקטרום קלאסי: "הערה

0: למשוואת שרדינגר יש חשיבות רק בתחום x a< <.  
2 2

22
d E

m dx
ψ ψ⇒ − = ⇒

=
  

): שני תנאי שפה+  ) ( )0 0x x aψ ψ= = = )פונקצית גל  ( .= )xψרציפה (  

( )V x  

0 
a x 

( )
0 0

, 0
x a

V x
x a x

≤ ≤⎧
= ⎨∞ > <⎩

 

תחום 
ההגדרה של 

הפונקציה 

( )f θλ 
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2

2 2
2 0d m E

dx
ψ ψ⇒ + =

=
  

0E: אפשרות ראשונה  < :E E= −   

( )
2

2
2 0 cosh sinhd m E x A x B x

dx
ψ ψ ψ− = ⇒ = +

=
  

  :נציב תנאי התחלה

( )
( ) N

( )
0

0 0 0
00 sinh 0 0

x A
xx a B a B

ψ
ψψ

≠

= = ⇒ = ⎫⎪⇒ =⎬= = ⇒ = ⇒ =
⎪⎭

  

): נירמול(   ) 2

0

1
a

x dxψ= ∫(   

0Eאפשרות שנייה  > :    

2
2

2 0m E≡ >=
=

  

( )
2

2
2 0 sin cosd k x A kx B kx

dx
ψ ψ ψ+ = ⇒ = +  

  :נתיב תנאי התחלה

( )
( )

0 0 0
0 sin 0 sin 0 , 1,2,...

B
x a A ka ka ka n n

ψ
ψ π

= ⇒ = ⎫⎪⇒⎬= = ⇒ = ⇒ = ⇒ = = ⎪⎭
  

): הערה ) 0 0 0x k nψ = ⇐ = ⇐ =.   

( )
22

sin

2

n

n

xx A n
a

nE
m a

ψ π

π

⎧ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪⇒ ⎨
⎛ ⎞⎪ = ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

=
  

A  נתון על ידי נירמול של ψ.  

) הוא באופן כללי  ψהנירמול של  ) 2 1x dxψ
∞

−∞

): ואצלנו זה יהיה נכון גם בתחום∫= ) 2

0

1
a

x dxψ =∫.  

( ) { }22 2 2

0

2

0

1 cos 2
sin

2 2

21 1 sin
2

a a x
x

n x ax dx A dx A A
a a
πψ = −

⎛ ⎞= ⇒ = = = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  
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  :ע של התנעממוצ

*n nnp dx
i x

ψ ψ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫
=

  

p
i x
∂

=
∂

=
  

): אצלנו )* ψ ממשי ψ ψ= −  

( ) ( )2

0 0

 ממשי

1 p ממשי 0
2

a a
n

n nn n
d dp x dx x dx

i dx i dx i
ψψ ψ= = = × ⇒ =∫ ∫

= = =

���	��

  

a

1E 

2E 

3E 

( ) 2
n xψ 

x

2
a

  

a

1E 

2E 

3E 

( )n xψ 

x

2
a
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  :ממוצע של האנרגיה

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2
0 0

2 22 2

0

2 2 2

...
2 2

a a
n n n

n n nn
n

a
n

nn n

d d dp d dH x x dx x dx
m m m dx dx dx dxdx

d nH dx H E
m dx m a

ψ ψ ψψ ψ ψ

ψ π

⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎛ ⎞≡ = − = − − ⇒⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠

⎛ ⎞⇒ = = = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫

= =

= =
  

  :עקרון הסופרפוזיציה

( ) ( )
( ){ }

2 2

2 , *2
0 0

n

d E
x nm dx

x x a

ψ ψ
ψ

ψ ψ

⎧
− =⎪ ⇒ ∈⎨
⎪ = = = =⎩

=
`  

)פוזיציה של גלים מצב כללי של חלקיק בתיבה הוא סופר )n xψ : ( ) ( )
1

n n
n

x A xψ ψ
∞

=

=∑.  

?nA =:   

   :ψהגדרה של אנרגיה במצב 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0 0

1 1 ,0 0

**

* * *

* *

a a a

n n n n
n n

n n

a a

n n m m n n m n m n
n m n m

E x

H x H x dx x A H x dx A E x x dx

A E A x x dx A A E x x dx

ψ

ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
∞ ∞

= =

=

= = = =

= =

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑ ∑∫ ∫

��	�


����	���


  

  

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )0

 של קרוניקר

sin sin 12** sin sin
0

a

nm
n m n m n mnx mx dx

n ma a a n m n m
δ

π ππ π δ
− + =⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ = − = =⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ≠− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎩

∫
���	��


  

2

1
n n

n
H E Aψ

∞

=

⇒ =∑  

  : חלקיק קוונטי בתיבה-הסיכום עד לשלב ז

: ספקטרום .1
22

, 1, 2,3,...
2n

nE n
m a

π⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
.  

): פונקציות עצמיות .2 ) 2 sinn
nxx

a a
πψ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

nnH: אנרגיה ממוצעת במצב זה .3 E=.  

):וסופרפוזיציהפתרון כללי  .4 ) ( )
1

,n n n
n

x A x Aψ ψ
∞

=

= ∈∑ סופרפוזיציה זו זה כמו חבורת  , ^

 .גלים

1
nn

n

n np p A
a aψ
π π∞

=

⎧ ⎫⎛ ⎞= ⇒ =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

∑= = 
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   :nAפירוש של המקדמים 

2

1
n n

n
H A Eψ

∞

=

=∑  

  :נרמול

( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1 , 10 0 0

1 * * 1
a a a

n n m m n m n m n
n m n m n

nm

x dx A x A dx A A x x dx A

δ

ψ ψ ψ ψ ψ
∞ ∞ ∞

= = =

=

= ⇒ = = =∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫
����	���


  

2
n

n

2

1

2

1

אנרגיה ממוצעת עבור מצב

 בעל הסתברות
A

 ואנרגיה
E

1

n

n
n

n n
n

A

H E Aψ

ψ

∞

=
∞

=

⎧
=⎪

⎪
⎪

=⎪⎪⇒ ⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

∑

∑
����	���
  

? nA   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *m m n m n m
m m

x A x x x A x xψ ψ ψ ψ ψ ψ= ⇔ =∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

nm

a a a

n m n m n n
m

x x dx A x x dx A x x dx

δ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ⇒ = ⇒ =∑∫ ∫ ∫
����	���


  

}צורך בצמוד אין : הערה( }*nψ מכיוון שמקרה פרטי זה Realnψ =(   

2
nA= הסתברות למצוא את החלקיק הקוונטי במצב ( )n xψ בעל אנרגיהnE.   

)התפתחות בזמן של  )xψ:   

( ) ( )
nE ti

n nx x eψ ψ
−

→ =  

( ) ( )
1

הכללה של פעימות של גלים בעלי תדירויות

,
n

n

E ti
n n

n

E

x t A x eψ ψ
∞ −

=

⇒ =∑ =

=

������	�����

  

  ":המתכון",  פתרון של בעיה במכניקה קוונטית

) הגדרת הפוטנציאל – 1שלב   )V x) .  אם זו בעיה רב ממידית( )V r(    

 המילטוניאן   ספקטרום ופונקציות עצמיות של ה- 2שלב  
o  פתרון של משוואת Schrodmger�� :  

( ) ( )
2 2

22
d V x E x

m dx
ψ ψ ψ− + =

=
    

)תנאי שפה +  ),n nE ψ ⇐.   
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): סופרפוזיציה,  מצב קוונטי כללי-3שלב   ) ( ) ,n n n
n

x A x Aψ ψ= ∈∑ ^.  

 - 4שלב  
2

nA - הסתברות למצוא מצב ( )n xψ כעל אנרגיה nE. 

:  נירמול– 5שלב  
2 1n

n
A =∑ 

): התפתחות בזמן- 6שלב   ) ( ) ( , מצב עצמי(
nE ti

n nx t x eψ ψ
−

= = , ( ) ( ),
nE ti

n n
n

x t A x eψ ψ
−

=∑ =.  

  :מחסום פוטנציאל במימד אחד

  

( ) ( )
2

" 0
2

x V E
m
ψ ψ− + − =

=
  

), עבור )V x V const= =   

( )
px pxi i

x A e A eψ
−

+ −= += =  

),כאשר ): ,const A A+ − ( )2 2p m E V≡ −   

1. 0E V− > p∈ ⇐\ : 

( )
( ) ( )

0 0
,

x x

px Et px Et
i i

x t A e A eψ
> <

− −
−

+ −
⎯⎯⎯→ ←⎯⎯⎯

= += =  

  

2. 0E V− <2 0p < ⇐ { }2 2 2
0p i x=: 

( ) 0 0,
x t x tiE iE
x xx t A e A eψ

− + + −

+ −= += =  

  :תנאי שפה של פונקצית גל

  
0 ,G DV V= = ∞  

)רציפות של  )xψ ושל ( )' xψ:   

( ) ( ) ( )( ) ( )2
2' ' m v x E x dx

ε

ε

ψ ε ψ ε ψ
−

+ − − = −∫=
  

( )V x-היא פונקציה רציפה ..  

0εכאשר  ) נקבל → ) ( )' ' 0ψ ε ψ ε+ − − =.  

( )V x 

X 

GV 

DV 

ε− ε 0 
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  :החזרה על ידי מדרגת פוטנציאל

  
  )המסלול האדום מייצג את פונקצית החלקיק(

2נגדיר וקטור גל 
2mEk ≡
=

  .  

0E-מקרה ראשון V<:   

: נגדיר במקרה זה 
( )02

' 0
m V E

κ
−

≡ >
=

.   

,0נראה את הפתרון של משוואת שרדינגר עבור  0x x> <.   

0x < :   

( ) ikx ikxx Be Aeψ −= + �  

ניתן אם כן לבחור את , ינוס אינסוףבערכו המוחלט מודד את ההסתברות למציאת חלקיק במ ,Bבמקדם 
  .מכיוון שאנו מיצרים אותו במינוס אינסוף , 1הסתברות זו להיות 

)  : כלומר )0 1 ikx ikxx e Aeψ −< = ⋅ +  

)A –מראה לנו מה חוזר עקב המדרגה,  תלוי במדרגת הפוטנציאל(  

0x >:  

( ) '0 xx eκψ α> =

( )

' '

0
 נירמול

x xe eκ κ

α

β β− −

=

+ =�	
  

),α β , יש צורך בשמני מקדמים במקרה זה מכיוון שאנו בתוך מדרגת . מתקבלים מתנאי התחלה
  )הפוטנציאל ואנו לא יודעים מה קורה במצב זה

0α 0α וזאת מכיוון שאם -=   . הנרמול לא מתקיים אלה תהיה התבדרות≠
2β-נותן את ההסתברות למציאת החלקיק מתחת למדרגת הפוטנציאל .  

  
A,כעת נחשב את הקבועים  β :   

0x -בψ' ושל הנגזרת ψרציפות של  = : 

): דרישה לרציפות של הפונקציה ) ( ) ( )0 0 1 1x x Aψ ψ β− += = = ⇒ + =   

): דרישה לרציפות הנגזרת ) ( ) ( ) ( )' 0 ' 0 1 ' 2x x ik Aψ ψ κ β− += = = ⇒ − = −   

  

( ) ( )
'
'1 , 2

'1 1
'

k iA
k i

k iA
k i

κ
κ

κβ
κ

−⎧ =⎪⎪ +⇒ ⎨ −⎪ = + = +
⎪ +⎩

  

0V 

( )V x 

0 
x 

( )
0

0 0
0

x
V x

V x
≤⎧

= ⎨ >⎩
 

1
'κ
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( ) N
0

 התנהגות קלאסית
0

0

בכל המקרים הללו
אין חדירה של החלקיק
לבור הפוטנציאל

1 0
' 2

m
V

m V Eκ

→∞
→∞
→

⇒ = ⎯⎯⎯⎯→
− =

=

���	��

  

  

0E -  2מקרה  V> :   

  )החלקיק מגיע עם אנרגיה גבוהה יותר ממדרגת הפוטנציאל(

: נגדיר
( )0

2

2
'

m E V
k

−
=

=
   

0xועבור  ):  נקבל את הפתרון > )0 ikx ikxx A e A eψ −
+ −< = +.   

0xועבור  ):  נקבל את הפתרון< ) ' '0 ik x ik xx e eψ β β −
+ −> = +  

  
  : ונקבלנדרוש את רציפות הפונקציה ורציפות הנגזרת

( ) ( )'
A A
k A A k

β β
β β

+ − + −

+ − + −

+ = +⎧⎪ ⇒⎨ − = −⎪⎩
  

2מקרה  a− :   

 :ניתן לבחור
1
0

A
β
+

−

=⎧
⎨ =⎩

  . ואז נקבל שתי משוואות בשני נעלמים

:  באותה מידה ניתן לבחור
0
1

A
β
+

−

=⎧
⎨ =⎩

.   

( )
'

1 ' '
21

'

k kAk A k k k
kA

k k

β
β β

−
− +

− +
+

−⎧ =⎪− = ⎪ +⇒ ⇒ ⎨
+ = ⎪ =

⎪ +⎩

  

),A β  ליטודות השונות מתארים את האמפ(  

  :צפיפות זרם ההסתברות

( )
2

* *
2

J
im

ψ ψ ψ ψ

ρ ψ

⎧ = ⋅∇ − ⋅∇⎪
⎨
⎪ =⎩

G G G=
  

: המקרה הסטיונארי מתקיים
t
ρ∂
∂

( )
0

0div J
=

+ =
G

.   

0V 

( )V x 

0 
x 

A+ 

A− 

β+ 

β− 

iJ 

rJ 

tJ 
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,, נחשב את צפיפויות הזרם ,i r tJ J J:   

( )
2 2

ikx ikx ikx ikx
i

d d kJ e e e e ik ik
im dx dx im m

− −⎛ ⎞= − = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = =
  

2...r
kJ A

m −= =
=

  

2'...t
kJ
m

β+= =
=

  

i, ואכן מתקיים  r tJ J J= +.   

  :Rמקדם החזרה 

r

i

J
R

J
≡  

   : Tמקדם העברה 

t

i

J
T

J
≡  

  : תמיד צריך להתקיים

1 i r tR T J J J+ = ⇔ = +  

  : במקרה שלנוכאשר 

2 2', kR A T
k
β− += =  

  : אנחנו מצפים ש

0 0R
→

⎯⎯⎯→=  

אבל אם ניקח את הביטוי שקיבלנו עבור 
2A− 0 אנו לא מקבלים שR    .=→0 גם כאשר →

   :באופן קלאסי

0xבנקודה  ) קיים כוח והוא שווה ל = )0F V xδ= −.   

  

  

0
2exp 4 0mER π
α →

⎛ ⎞
⇒ = − ⎯⎯⎯→⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
==

  

( ) 0

1 x
VV x
e α−≡

+
 

⇒ 

α→∞
⇒ 

0V 
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  :(Tunneling effect) –חדירה דרך מחסום פוטנציאל 

  
  

: נגדיר
( )0

2

2
' 0

m V E
κ

−
≡ >

=
 , 2

2mEk ≡
=

.   

  

0E מקרה ראשון, נפריד למקרים V< :   

( ) ' '

0
0

ikx ikx

x x

ikx

e Ae x
x x aBe Ce

x aDe

κ κψ

−

−

⎧ + <
⎪

= < <+⎨
⎪ >⎩

  

תמיד יש לכתוב את הסופר פוזיציה של שתי הפתרונות ולאחר מכן ניתן לזרוק איברים שניתנים לזריקה (
  !!)אבל חשוב להסביר מדוע

  :נדרוש רציפות ונקבל

0x = :  

( ) ( )
1

1 '
A B C

ik A B Cκ
+ = +⎧⎪

⎨ − = − −⎪⎩
  

: x a=  

( )
' '

' ''

a a ika

a a ika

Be Ce De

Ce Be ikDe

κ κ

κ κκ

−

−

⎧ + =⎪
⎨

− =⎪⎩
  

( ) ( )2 2' '

4 '
' '

ika

a a

ik eD
k i e k i eκ κ

κ
κ κ

−

−
⇒ =

+ − −
  

'כאשר  1aκ � :   
  )נקבל גבול של אפקט טאנל(

( )
2 2

2 2 '
22 2

16 '

'
akD e

k
κκ

κ
−⇒

+
�  

'הסיבה לדרישה ( 1aκ  היא שכאשר �
1

'
a

κ
  )את אפשט המנהרה אז יש �

0 a 

0V 

( )V x 

x 
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  : הרמוני במימד אחדאוסילטור

  : באופן קלאסי

  
): הכוח באופן קלאסי )0F k x x= − −  

): אנרגיה פוטנציאלית באופן קלאסי ) ( )20 02
kV x V x x= + −.   

  :הרמוני בעזרת אוסילטור תהליניאריניתן לתאר כל דבר בפיזיקה 

( )V x  

  

:נקודת שיווי משקל מוגדרת על ידי

0

0
x x

dV
dx =

=  

( ) ( ) ( )2 3
0 0 0 ...

2
Taylor

kV x V x x C x x
↑
≅ + − + − +  

0
kx x
c

− � ,  0x x−)קטן. (  

( ) ( )2
0 0

קיבלנו פוטנציאל של אוסילטור הרמוני
 מתוך פוטנציאל כללי

2
kV x V x x⇒ + −�

�����	����

  

  : לטור הרמונימשוואות התנועה של אוסי

( )0mx k x x= − −��  

  :אנרגיה כוללת של אוסילטור הרמוני

2 2 21 1 0
2 2

E mx m xω= + >�  

: עבור
k
m

ω ≡  0 00, 0,V x= =.  

k 

m 

0x 
0V 
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  :בעזרת האנרגיה נכתוב את ההמילטוניאן הקלאסי של אוסילטור הרמוני
2

2 21
2 2

xpH m x
m

ω= +  

, כאשר

 התנע

xp mx= ���	�
.   

  :כעת נעבור לאופן הקוונטי
  ?מהו ספקטרום האנרגיה הזו

  :הפוטנציאל הוא מהצורה הבאה

  
xניתן לראות שעבור  →∞ , v   . ולכן נצפה לערכי אנרגיה בדידים∞→

  :שרדינגר היא אם כןמשואת 

2 2
2 2

2
1

2 2
d m x E H E

m dx
ω ψ ψ ψ ψ

⎛ ⎞
− + = ⇔ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
  

  :יחידות אנרגיה

[ ]ω=  

  :יחידות אורך

a
mω

⎡ ⎤
≡⎢ ⎥

⎣ ⎦

=
  

)a –של בעיית אוסילטור הרמוניי הינו בעל יחידת אורך וזהו האורך האופיינ (  

  :פולינום הרמיט

  :נגדיר את הגדלים על מנת לכתוב את משוואת שרדינגר בצורה נוחה יותר 
xy
a

≡         
2Eε
ω

≡
=

  

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

  זו  בדיוק משוואת שרדינ גר
  התרון של משוואה זו היא שהיא חסרת יחידות

1,

H

dy y y y x
dy a

φ εφ φ ψ
⎛ ⎞

− = ≡⎜ ⎟
⎝ ⎠��	�

�����	����


  

  .משוואה זו נקראת פולינום הרמיט

( )V x 

x 0 
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  : פולינום הרמיטשל האלגברי שיטת הפתרון 

  :ם הבאיםראשית נגדיר את שני האופרטורי

dA y
dy
dB y
dy

⎧ ≡ − +⎪⎪
⎨
⎪ ≡ +
⎪⎩

  

( )
2

2
2 1

A B

d d dA B y y y
dy dy dy

φ φ φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + + = − + −⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎝ ⎠

⎢ ⎥⎣ ⎦
��	�
 ��	�


  

  :ניתן לראות שניתן לכתוב את ההימלטוניאן בצורה הבאה

( )1 1H AB H ABφ φ εφ= + = ⇒ = +  

  :וכמו ניתן לרשום
2

2
2 1dBA y

dy
φ φ

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

1H BA⇒ = −  

)נניח ש : מקרה ראשון ),φ εפתרון של משוואת שרדינגר :  

( ) N ( ) ( ) ( )( )

{ }
N ( ) ( ) ( )

 נפעיל
 את
A

1

1 1 1

2 2
H AB

H BA A BA A ABA A A AB A A

H A A H A A

φ εφ φ εφ φ ε φ φ ε φ φ ε φ

φ ε φ φ ε φ
= +

= ⇔ − = ⇒ − = ⇔ − = ⇔ − = ⇔

⇔ − = ⇔ = +

  
אנו יכולים לקבל את כל הפתרונות בעזרת פתרון זה ובעזרת , מה שקיבלנו זה שאם יש לנו פתרון אחד

   .B ו Aהאופרטורים 
  

)אם : לסיכום ),φ ε פתרון אזי ( ), 2Aφ ε   .פתרון הוא גם כן +

  ) אינסוף פעמים ובכך לקבל את סולם הפתרונותAניתן להפעיל את (
  

)נניח :  מקרה שני ),φ εפתרון :  

( ) N ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

 נפעיל
 את
B

1 1

1 1 2
H

H AB B AB B BAB B B

BA B B BA B B

φ εφ φ εφ φ ε φ φ ε φ

φ ε φ φ ε φ
≡

= ⇔ + = ⇒ + = ⇔ + = ⇔

⇔ + = ⇔ − = −��	�


  

), סולם נוסף של פתרונותקיבלנו  ), 2Bφ ε −   

  .ל" שני וקטורים בתהרי המרחב פרוס על ידי, מכיוון שזוהי משוואה מסדר שני 
  .ל ואם כן קיבלנו את כל הפתרונות של הבעיה"אנו מצאנו שני וקטורים בת

  

)כעת יש עלינו להראות שהפתרון שהצענו  ),φ εבאמת  קיים .  
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)-מצב היסוד )0 0,φ ε:  

  
0: הערה( 0ε ≥(   

   :Bφ בעזרת 0ε את ןנאפיי

N
זהו מצב
פיסיקלי
 ועל כן

חייב להיות
מנורמל
 כלומר
B 0

2, B

φ

ε φ

≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

0עבור מצב היסוד אנו יודעים ש  0φ   ) .זהו מצב פיסיקלי (≠

0

0

0

 כי אם
B 0
 אז זה היה

 פתרון של משוואת
 שרדינגר ואז המצב

-2
הוא גם מצב עצמי וזה לא יכול להיות
לא יכול להיות מצב עצמי יותר נמוך

מתוך ההגדרה מצב יסוד הוא הנמוך ביותר

0B

φ

ε

φ

≠

=��	�
  

  

( ) ( ) ( ) 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0

0
1 1 1

0 2
B

H AB A B E
φ ωφ ε φ φ ε φ φ ε φ ε
φ−

⎧ =⎪= ⇔ + = ⇔ = − ⇒ ⇒ = ⇒ =⎨ ≠⎪⎩

=
  

1 , 0,1,2,...
2nE n nω⎛ ⎞⇒ = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
=  

( ) ( ){ }0 0 1 0, , 2 2Aφ ε φ ε ε ε→ + ⇒ = +  

( ) 2 21
2

V x m xω= 

x 0 

0ε 

   מעלה Aהפעלת  
 אותנו בסולם 

   מורידה Bהפעלת  
  שמצב , כמובן(אותנו בסולם 

 היסוד הוא הגבול התחתון



 תומר לויתן: נכתב על ידי, מבוסס על הרצאותיו של  פרופסור  אקרמן אריק)                                                                                        115203   (1פיסיקה קוונטית 

- 48 - 

   0φ: פונקציות עצמיות

  :ע יש לפתור את המשוואה"על מנת למצוא את הע

0 00 0dB y
dy

φ φ
⎛ ⎞

= ⇔ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  : נפתור את המשוואה

( ) ( )
2 21

40 0 2 2
0 0 0

0

y x md dy ydy y Ne x Ne
dy m

ωφ φφ φ ψ
φ ω

− − ⋅⎛ ⎞= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

==
  

  :נרמול

( )0 1x dxψ
∞

−∞

=∫  

   )Nמול אנו מקבלים את קבוע הנרמול מתוך הנר(

( )
2

0

1
4 2

0

 מצב היסוד של אוסילטור הרמוני
 כאשר

E
2

m xmx e
ω

ω

ωψ
π

−

=

⎛ ⎞⇒ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

=�����	����

  

  : ניתן למצוא את הפונקציה הבאה וכן עלהAבעזרת הפעלת 

( ) ( ) ( )
2 23

42 2
1 0 1 1

4

12
y m xd mx A x y e x x e

dy

ωωψ ψ ψ
π

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − + ⇒ = ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

=
=

  

  
  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

1
2 22 !

1

y
n

n n

n
n y y

n n

y n e H y

dH y e e
dy

ψ π
− −

−

=

= −
  

( )
( )
( )

0

1

2
2

.

.

.

1

2

4 2

H y

H y y

H y y

⎧ =
⎪

=⎪
⎪ = −⎨
⎪
⎪
⎪
⎩
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  :מבוא-עקרונות של מכניקה קוונטית

  :קצת היסטוריה

1922 : De Broglie   
1924 :Heisenberg) תורת המטריצות(  

1925 :Dirac) מרחב וקטורי(  
1926 :Schrodinger��   

1927 :&Hilbert Von Newmann  

 : Hilbertמרחב וקטורי של 

  :תכונה עיקרית של פונקצית גל היא

( ) { }2 3, rסופי t d rψ < ∞∫  

  : HEהגדרה של מרחב וקטורי 

) , \3עבור : דוגמא )3
2HE = A \.   

  : שונות של פונקצית הגלהצגות

 ( ),r tψ G, rr
i
∇ ←G
G=G

 

 ( ),p tϕ G
←, pGpi ∇ G

G
= 

חשוב להבין שבעצם מספר ההצגות הוא אינסופי ואפשר ,  להציג כל מצב קוונטי בשתי דרכיםראינו שניתן
  .לעשות שימוש בהצגה הנוחה ביותר לנו

  

): מצב קוונטי ) Ht Eψ ∈   

  :Diracת של מכפלה סקאלרית ורוטציו

1: נניח שיש לנו שני וקטורים  2,ψ ψ, 1: י "אז ניתן להדיר מכפלה סקלרית שלהם ע 2ψ ψ   

HE 1הוא מרחב הרמיטי ועל כן בדרך כלל 2ψ ψ ∈^.  

  :טור בריבוע ניתן על ידיאורך של ווק
22 0ψ ψ ψ ψ= = >  

  :דוגמא
  ,נתונים שני הוקטורים הבאים

1

2
.
.
.

, i

n

u
u

u u

u

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

^ ;;    

1

2
.
.
.

, i

n

v
v

v v

v

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

^  

1
*

n

i i
i

v u v u
=

=∑  
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): מתכון )
( )

( )
N

1

2

1 2
1

1,

,1

.
* * ... * *

.

.

n

n i i
i

n

n

n

u
u

v u v v v v u

u

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑����	���
   

)-מכפלה סקלרית ב )3
2A \:   

( ) ( ) ( ) ( )
3

2 1 2 1 2 1* * *r r dr p p dpψ ψ ψ ψ ϕ ϕ= =∫ ∫
\

G G
  

Bra – Ket:   

   , סופיHillbertמרחב : דוגמא

1

2
.
.
.

H

n

v
v

v E

v

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( )

N N ( )1 2

*

* * ... *

H H

N

Ket Bra

E E dual

v v v v v

⎯⎯→

⎯⎯→ ≡  

|bra ket

v v
  

)bra   - זה לא וקטור  ;Ket –זה קטור (  
  

( )3
2A \:  

ψ ψ⎯⎯→  

φ= לריתמכפלה סק ψ  

  :אופרטורים

Â:
Â

H HE E

ψ ψ

⎯⎯→

⎯⎯→
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  :מטריצה, הצגה של אופרטור בבסיס נתון

  

Â u v= ⇒  

.
,

11 12 1 1 2
21 22 2 2
. . . . ..
. . . . .

.. . . .

1 2

ˆ .
,
,

...

...

...

ij j
j

n
j j

jn

ij jnn n nn j
A

a u

a a a u a u
a a a u

a uua a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

∑
����	���


  

( )
1 1

ˆ *
n n

i ij j
i j

v A u v a u
= =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

ij i ja v A u=  

( )

( )

( )
( )

11 12 1

21 22 2
. . . .

1 2 1. . . .
1. . . .

1 2

,

...

...
1,ˆ *, *,..., * *,....,

...

n

n
n

n j j
j

n n nn

n n

a a a
a a a

n
v A v v v a v

bra

a a a

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅ ∑

����	���


  

( ) ( )

1

2
.
.

1 1 1 1 1.

ˆ ˆ..., *,... * *
n n n n n

ji j ji j i ij i j
j i j i j

n

u
u

v A u a v a v u a v u v A u

u

= = = = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑∑ ∑∑  

( ) ( )ˆ ˆ ˆv A u v A u v A u⇒ = =  

ˆ: v A u אלמנט מטריצה של האופרטור Â בין המצבים u ו v.  

  :ממוצע של אופרטורים

  

( ) ( ) ( )ˆt tA a t
ψ

ψ ψ =  
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  : צמוד קומפלקסי–טור הרמיטי אופר

Â ,  צמוד קומפלקסי†Â.   
  

( )†
2 1 2 1

ˆ ˆ *A Aψ ψ ψ ψ=  

  : אופרטור הרמיטי מוגדר על ידי

†ˆ ˆA A=  

aבלבד  של אופרטור הרמיטי הוא ממשי a ממוצע :משפט ∈\.  

N ( )
Pהרמיטי 

† †

 לפי
 הגדרה

ˆ ˆ * * * ,A A A A a A a a aψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= ⇒ = = = = ⇒ = ∀  

  .עבור אופרטורים הרמטיים ניתן להוכיח שערך התצפית של אופרטור הרמיטי הוא תמיד ממשי,כלומר 
  

ˆ,מרחב סופי - 1דוגמא
ijA A⎡ ⎤= ⎣   : הרמיטי⎦

†ˆ ˆ*ij jiA A A A= ⇔ =  

) , x̂מיקוםאופרטור -2דוגמא  )H zE = A \.   

 N
?

†

האם אופרטור
זה הרמיטי?

ˆ ˆx x=    

( ) 2
1 2, HEψ ψ∀ ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

*
†

2 1 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1

ˆ * *

ˆ

ˆ *

*

x x x dx x x x dx

x x d

x

x

x

x x

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

∞

−∞

⎛ ⎞
= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ⋅ ⋅ =

∫ ∫

∫
  

  ,  לכן

( )† †
2 1 2 1 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ, ,x x x xψ ψ ψ ψ ψ ψ= ∀ ⇒ =  

  . אופרטור הרמיטיx̂, כלומר
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ˆ אופרטור תנע – 3דוגמא  xp)  במרחב( )H zE = A \:(  

?
†ˆ ˆp p=  

): ניקח  שני וקטורים כלשהם במרחב )2
1 2, HEψ ψ∀ ∈:   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

N ( ) ( ) ( ) ( )

1
1

2
2

†
2 1 1 2 1 2 1 2

ˆ
 בהצגת מיקום

1
2 2 1 2

 אינטגרציה
 בחלקים
u=

*
*

*

ˆ ˆ * * *

ˆ* *

p

ddu dx
dx

v
ddv dx

dx

d dp p x x dx x x dx
dx i dx

d x dx dx x x dx
i dx

i

i dx
ψ
ψ

ψ
ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ
ψ ψ ψ ψ

∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞

=

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⋅ ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝

−

+
⎠

∫ ∫

∫

= =

�	


= =
1p ψ

∞

−∞
∫

  
  ,  אופרטור הרמיטיp̂כלומר הראנו ש 

( )† 2 †
2 1 2 1 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , Hp p E p pψ ψ ψ ψ ψ ψ= ∀ ∈ ⇒ =  

  :ערך עצמי ומצב עצמי של אופרטור

   .Â  נגדיר אופרטור

   : aαעבור ערך עצמי Â הוא מצב עצמי של aψמצב 

ˆ
a aA aαψ ψ=  

   :Âם עבור אופרטורים הרמיטיי

N

N ( )
†

 הרמיטי

†

ˆ ˆ

*ˆ ˆ ˆ *a a a a a a
A A

A A A aαψ ψ ψ ψ ψ ψ
=

= = =  

a*, לכן aα α= ⇐ aαהוא ממשי .  

  

Â  -במרחב  הרמיטי HE:  

( )
ˆ

,ˆ
a a

b b

A a
a a

A a
α

α β
β

ψ ψ

ψ ψ

⎧ =⎪ ≠ ⇒⎨
=⎪⎩

  

0b aψ ψ⇒ =  

  :הוכחה

 :נגדיר
  
  
  
  

( )
ˆ

,ˆ
a a

b b

A a
a a

A a
α

α β
β

ψ ψ

ψ ψ

⎧ =⎪ ≠⎨
=⎪⎩
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( ) ( )
( )

ˆ ˆ ˆ

0 0

a b a b a b a b a b

a b a ba a

A A a A a

a a
α β

β α

α β

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
≠

= = = = ⇒

⇒ − = ⇒ =
  

  :משפט ספקטרלי

   : Hilbertבסיס של מרחב 

): דוגמא )2HE = A \.   

  :  ומצאנוIפתרנו בעבר,טי בפוטנציאל של אוסילטור הרמוני חלקיק קוונ

( )
2

2
2 , 0,1, 2,....
x n

x
n n

dx c e e n
dx

φ −⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( ){ }, 0,1, 2,...n x nφ ) מגדיר בסיס של = )2A \.   

( ) ( )*n m nmx x dxφ φ δ
∞

−∞

=∫  

( ) ( )2xψ ∈A \  

( ) ( )
0

n n
n

x a xψ φ
∞

=

= ∑  

( ) ( )n na x x dxφ ψ
∞

−∞

= ∫  

}באופן כללי נגדיר בסיס  }n של HE:  

mnm: נגדיר n δ=    

;: ולפי ההגדרה nc n ψ=
1 1

; ; *H n n
n n

E c n c nψ ψ ψ
∞ ∞

= =

∀ ∈ = =∑ ∑.   

2

1
n

n
cψ ψ

∞

=

=∑  

1 1

1

;;

*

n m
n m

n n
n

c n b n

b c

ψ φ

φ ψ

∞ ∞

= =

∞

=

= = ⇒

⇒ =

∑ ∑

∑
  

  : נוסחת הסגירה–) קטור'פרוג(אופרטור היטל 

u v ∈^  

( ) ( ) ( ),HE u v u v v uψ ψ ψ ψ∀ ∈ = =  

n̂P: נגדיר n n≡ -קטור' פרוג.  

  :  מתקייםn שאפשר לפרוס בבסיס ψעבור כל מצב 

                                                        
I  פתרון של אוסילטור הרמוני– 47ראה עמוד  
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1

ˆ
n n n

n
c n P n n c nψ ψ ψ

∞

=

= ⇒ = =∑  

   .n לכיוון ψקטור מתיל את הוקטור 'הפרוג, כלומר
  :קטור' של הפרוג מאודתוכנה חשובה

2ˆ ˆ
n nP P=  

  :הוכחה

( )( ) ( )2

1

ˆ ˆ
n nP n n n n n n n n n n P

=

= = = =
�	


  

} המוגדר על ידי Eνנגדיר תת מרחב  }{ },n n ν∈:  

  

{ }

ˆ
n̂

n
P Pν

ν∈

= ∑  

nEקטור כאשר 'כעת נראה את הפרוג Eν =:   

1 1 1

נוסחת הסגירה   

ˆ ˆ ˆ1 1 1n
n n n

P P P n nn nν

∞ ∞ ∞

== =

== = ⇔ = ⇒∑ ∑ ∑
���	��


  

  :פרוק ספקטרלי של  אופרטור

ˆ†: אופרטור הרמיטי ˆA A=.   

{ }, 1, 2,....aα α   .Âע של " ע-  =

ˆ , ,A r a rα α αα α=  

aα ∈\ , , rααוקטור עצמי   

r,....,1,2, כלומר,) המקרה המנוון(ע "יות מצב שיש לו מספר של וע יכול לה"לאותו ע nα α= מתאר את 

,הניוון של המצבים  rαα.   

aα ∈\ , ( )
עבור  ,

עבור  ,

a r
a a

a r
α α

α β
β β

α

β

⎧⎪≠ ⎨
⎪⎩

  

, , r rr r
α ββ α αββ α δ δ=  

  :משפט ספקטרלי

}המערכת  }, rαα של מצבים עצמיים של אופרטור הרמיטיÂ מגדירה בסיס של מרחב HE)  הילברט

  .)כולו

  :פירוק ספקטרלי של אופרטור הרמיטי

{ }, rα בסיס של HE.   

  :  מוגדר להיותP̂αקטור 'פרוג

1

ˆ , ,
n

r
P r r

α

α

α α αα α
=

= ∑  

ˆ           :נוסחת הסגירה 1Pα
α

=∑  
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∀HEϕ :עבור כל וקטור  ∈   

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA A P AP a P A a Pα α α α α α
α α α α

ϕ ϕ ϕ ϕ
⎛ ⎞

= = = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

1

י               נוסחת הפירוק הספקטרלי של אופרטור הרמיט

ˆ , ,
an

r
A r a r

α

α α α
α

α α
=

=∑∑
������	�����


  

  :הדרך ללכסן מטריצה

}: נגדיר בסיס .1 }

{ }
*

,

i

rαα
⇓

E של  Ηעבור האופרטור מזה מקבלים מטריצה  Â.  

†אשר הגדרתו ,  אוניטריU המעבר מבסיס לבסיס מתבצע על ידי אופרטור * †UU U U= 

Â:  אשר מקייםaα ואנו מחפשים Âיש לנו אופרטור  : aαע "קבלת הע .2 aαα α=. 

( )ˆ ˆ 1 0A a A aα αα α α= ⇔ − =  

}נגדיר בסיס  }i שלHE1:  ונקבל מנוסחת הסגירה את המשוואה
i

i i =∑.   

( ) N ( )
 נכפול
ב

x j

ˆ ˆ1 0 1 0 0ji ij i
i i i

A a i i j A a i i A aα α αα α δ α⇒ − = ⇒ − = ⇔ − =∑ ∑ ∑  

  .קיבלנו מערכת אינסופית של משוואות אשר לכל אחת מהן יש פתרון  
  : מתאפסתdetעל מנת לקבל פתרון עלינו לבדוק מתי   

N ( )
0

ˆdet 1 0
i

A aα
α ≠

⇒ − =  

3.                                            

( )

( )

0

1
1

0
ˆˆ ˆ ...

0
...

n

a
a

U AU
a

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

{ } { }
ˆ

ˆ : ,
A

U i rαα→  

  :אופרטור אוניטרי

Û   -הוא אוניטרי בתנאי שהוא מקיים  :† †1 UU U U= =  
1 †U U−⇔ =  

  :משפט

2
,HE U U Uϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∀ ∈ = ⇔ =  

  )אופרטור אוניטרי שומר על גודלו של הוקטור: במילים(
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  :הוכחה

†, כלומר, אוניטרי  הואU: בכיוון הראשון †1 UU U U= =.   
2 2†U U U U Uϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = ⇔ =  

   

): בכיוון השני ) 2, ,HEϕ χ λ∀ ∈ ∀ ∈^  

( ) ( )U U

ϕ λχ ϕ λ χ

ϕ λχ ϕ λχ ϕ λχ ϕ λχ

ϕ ϕ

+ = + ⇒

⇒ + + = + + ⇔

⇔ 2λ χ χ+ ( )2Re U Uλ ϕ χ ϕ ϕ+ = 2 U Uλ χ χ+ ( )2Re U Uλ ϕ χ+

  

( ) ( )Re Re U Uλ ϕ χ λ ϕ χ⇒ =  

: 1λ =   

( ) ( )Re Re U Uϕ χ ϕ χ=  

: iλ =  

( ) ( ) ( ) ( )Re Re Im Imi i U U U Uϕ χ ϕ χ ϕ χ ϕ χ= ⇔ =  

† †, , , 1U U U U U Uϕ χ ϕ χ ϕ χ ϕ χ ϕ χ= ⇔ = ∀ =  

  
  : מתקייםעבור אוסילטור הרמוני

{ }, 0,1, 2,....n n =  

( )

( )

0 1

1 0 2 0
ˆ 2 . 32

0 3 . ...
... 0

x
mω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
  

( )

( )

0 1

1 0 2 0
ˆ 2 . 32

0 3 . ...
... 0

mp i ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
−⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
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  :עקרונות של מכניקה קוונטית

  : עקרון הסופרפוזיציה-עקרון ראשון

קוונטי צריך ראשית להגדיר " חלקיק"כדי לתאר את כל המצב של  ,")אטום(" "חלקיק: "מערכת קוונטית

} עם בסיס Hilbert , HEאת מרחב  }iψ.   

  : של חלקיק קוונטי נתון על ידי הסופרפוזיציה , ψמצב ,כל מצב אפשרי 

,i i i i
i

c cψ ψ ψ ψ= =∑.   

2

 הוא מנורמל

1i
i

c

ψ

=∑
��	�


  

  .יכול להיות בכל סופרפוזיציה של מצבים עצמים היא גם מצב פיסקלי של המערכת" חלקיק"ה

  :פאזה

( )xϕ   .נתאר את פונקצית הגל בעזרת פונקציה זו, ^∋

)המצב , מבחינה קוונטית )xϕ והמצב ( ) ( )ie xδϕ δ  הם דומים מבחינה קוונטית וזאת משום שאנו \∋

  .יכולים למדוד רק את הערך המוחלט בריבוע ומבחינה זו הם יתנו אותו הדבר

HEψהמצב ,כלומר ieוהמצב הזה ∋ δ ψ הם אותו הדבר מבחינה קוונטית .  

N
2 2

 רק לערך
 המוחלט יש

 חשיבות פיזיקאלית

, i i i
i i i i i i

i i
c e e c e c cδ δ δψ ψ ψ ψ= = ⇒ =∑ ∑  

  :המצב הבא שונה,שים לב 

1ניקח שני מצבים 2,ψ ψ ועל פי עקרון הסופרפוזיציה גם המצב הבא מגדיר את המערכת

1 2ψ ψ ψ= +.   

1נגדיר שני מצבים חדשים  2
1 2,i ie eδ δψ ψ) כעת ) בעצם המצבים החדשים דומים למצבים הקודמים

1: ל את המצב שהוא הסופר פוזיציה של המצביםנקב 2
1 2' i ie eδ δψ ψ ψ= ψ'אבל  ,+ ψ≠)  אין

   .) למערכתתאבסולוטיפאזה 
  .אי אפשר למדוד פאזה אבסולוטית אבל ניתן למדוד פאזה יחסית

  :עקרון המדידה- עקרון שני

 .Âלכל גודל פיסקלי מוגדר אופרטור הרמיטי  .1

2. HEψ∀   .aαהן ערכיים עצמיים  , Âדות של מדידה של י התוצאות היח: ∋

)בהסתברות  Âמיד אחרי המדידה של  .3 )P aα המצב הקוונטי הוא P̂α αψ ψ≡   

1

 פרוזקטור

ˆ , ,
n

r

P r r
α

α

α α αα α
=

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪≡⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑
����	���


. 

   .aα לתת מרחב שמתאים למצב האפשרי ψמטילים את המצב . אין זמן אופיני

( ) 2
aP aα α αψ ψ ψ= =  

' α

α

ψ
ψ

ψ
≡  
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):  aאלי ערך ממוצע של גודל פיזיק .4 )a a p aα α
α

=∑. 

( ) N
2

ˆ

ˆ ˆ ˆ
P

P a P P P
α α

α α α α α α α
ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ
≡

= = = =  

  , לכן

N
 פירוק
 ספקטרלי

Â של 

ˆˆ

ˆˆ ˆ

a P A

a a P a P A

α α
α

α α α α
α α

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

=

= = = ⇒

∑

∑ ∑  

ˆa A
ψ

ψ ψ⇒ =  

  : של מצב קוונטיהתפתחות בזמן-עקרון שלישי

)עבור מצב  )tψ  הנתון בזמןt, ונתונה על ידי דטרמיניסטית היא התפתחות בזמן 

  :��Schrodingerמשוואת

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

ˆ

ˆ ˆ0 ,
iHt

d t
i H t

dt

t U t t U t e

ψ
ψ

ψ ψ

=

⇔ = = = =

=
  

  .אופרטור זה משהו הסתברותי ואין דבר כזה בזמן,  אין אופרטור זמן:הערה

)    :שימור נירמול בזמן ) 1tψ =  

( )

( )†

ˆ 1

ˆ ˆ 2

di H
dt

di H H
dt

ψ ψ

ψ ψ ψ

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪− = =
⎪⎩

=

=
  

)נכפול את  x ב 1( ψ ואת ( x נכפול ב 2( ψ.   

( ) ( ): 1 2−  

0 0d d di
dt dt dt
ψ ψψ ψ ψ ψ⎛ ⎞

⇒ + = ⇔ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
=  

  .נשמר בזמןψ לכן ⇐

)של מצב תלות בזמן  )tψ:   

)( ), : HE Eα αψ    )Ĥ ספקטרום של  בסיס של

Ĥ Eα α αψ ψ=  

0tבזמן  = :   

( ) ( )0 , 0t c c tα α α α
α

ψ ψ ψ ψ= = = =∑  

  : כלשהוtבזמן 

( ) ( )t tα α
α

ψ λ ψ=∑  

( ) ( ) ( )d t di t E i E t
dt dt
α α

α α α α α α
α α

λ λψ λ ψ λ= ⇔ =∑ ∑= =  
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( ) ( )0
E t E t

i i

c

t t e c e
α α

α

α α αλ λ
− −

=

⇒ = = = ⇒= =
��	�
  

( )

סופרפוזיציה של אוסילציה- פעימות   
  בתדיריות שונות

E t
i

t c e
α

α α
α

ψ ψ
−

⇒ =∑ =

�����	����

  

   : Hilbertמבנה של מרחב 

  פוטנציאל הרמוני +חלקיק קוונטי במקרה אחד ממדי-דוגמא

) -Hilbertמרחב  )2A \.   

): בסיס נתון על ידי פונקציותה ){ },n x n Nφ ∈.   

  .נרצה לפתור חלקיק קוונטי בבור פוטנציאל הרמוני דו ממדי
  

( ) ( )
 במקרה החד ממדי

n n n n
n n

x c x cφ φ φ φ= ⇔ =∑ ∑
�������	������


  

( ) ( ) ( ),
,

,

 דו ממדי

n m n m
n m

x y c x xφ φ φ⇒ =∑
������	�����


  

1a : 1 ואורך 1ωהדבר המאפין אופרטור הרמוני זה גודל האנרגיה  1
1

;;;;a
m

ω
ω

⎧ ⎫⎪ ⎪=⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

= =  

) : Hilbertמרחב  )2A   :  והבסיס שפורס את המרחב הדו ממדי הוא\

1 2

, ,

 בסיס של המחרב הדו ממדי במקרה זה

n m
x y n m
a a

φ φ
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪∈ ∈⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

` `
������	�����


  

   :Hilbertמכפלה טנזוריאלית של מרחבי 

( ) ( ) ( )2
2 2 2= ⊗A \ A \ A \  

), ועבור וקטור )2
2φ ∈A   : נקבל\

,
,

n m n m
n m

cφ φ φ= ⊗∑  

  :. נקבל מרחב שלישי בצורה הבאהF- וHilbert :Eפן כללי עבור שני מרחבי באו

{ }
{ } N

:

:
 מרחב

Hilbert
 חדש

H m
H H H

H n

E e
G E F

F f

⎫⎪⇒ = ⊗⎬
⎪⎭

  

,
,

,H n m m n
n m

G c e fψ ψ∀ ∈ = ⊗∑  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

N ( ) ( ) ( )3
2 2 2 2 2 2 2

, , , ,x y z r θ ϕ

θ ϕ+
→

= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗A \ A \ A \ A \ A \ A A  

Hilbert 1יש מרחב ,לכל דרגת חופש  2 ... NE E E E= ⊗ ⊗ ⊗ ⇐.   
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  :תכונות של מכפלה טנזוריאלית

H אז המימד של FN הוא HFמימד של  ,EN  הוא HEמימד של  .1 H HG E F= G  הוא ⊗ E FN N N= ⋅ 

u,: הגדרה .2 v u v u v= ≡ ⊗  

 :מכפלה סקלרית .3

' '
u v

u v
ψ
χ

⎧ = ⊗⎪
⎨ = ⊗⎪⎩

  

{ }
' '

*

u u v vχ ψ

ψ χ χ ψ

= ⋅
⇒

=
  

 :אופרטורים .4

H, מרחב המוגדר H HG E F=   . במרחב זה ניתן להגדיר את האופרטורים⊗

P
ˆ

ˆ

 אופרטור

H

H

H E

H F

E A

F B

→

→
  

N
ˆ ˆ ˆ

H

 אופרטור
 של
G

H H HG E FC A B⇒ = ⊗  

( )( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆ
H HE F E FA B u v A u B v⊗ ⊗ = ⊗  

ˆ ˆ

ˆ ˆ
E E F

F F F

A A

B B

∀ → ⊗Ι

∀ → Ι ⊗
  

)Ι -מטריצת היחידה(  
  

  :xמערכת של שני חלקיקים לאורך ציר  -דוגמא

( )

( )

21
1 1 1 1 2

1

22
2 2 2 2 2

2

ˆ 1 ˆ :
2 2

ˆ 1 ˆ :
2 2

pH m x
m
pH m x
m

ω

ω

= +

= +

A \

A \
  

  .אלו שני חלקיק שני בורות שונים ושתי מסות שונות

( )
2 2

2 21 2
1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

1 2

ˆ ˆ 1 ˆ ˆ
2 2 2
P PH H H m x m x
m m

ω ω= ⊗Ι + Ι ⊗ = + + +  

1 2, 1 1 2 2
1 1
2 2n nE n nω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= =  

  :יתטמכניקה קוונכמה מילים בקשר למדידה ב

ההתפתחות בזמן היא דטרמיניסטית ונתונה על ,שאם יש לנו מערכת קוונטית מבודדת) 57עמוד (ראינו .1

): ידי משוואת שרדינר ) ˆdi t H
dt

ψ ψ==. 

): מדידה .2 ) ( )
ˆ

ˆ
 מדידה
A a

t P t
α

α αψ ψ ψ
→

⎯⎯⎯→ עצם קיומה של המדידה זה שאנו משנים באופן בלתי , ≡

)הפיך את המצב  )tψ.  

להגיד שאני מודד את האטום זה . 'S' ונקרא למערכת זו אטום"/חלקיק"מערכת קוונטית זה למעשה  .3
  )'D',גלאי =מכשיר מדידה.(להגיד שיש בנוסף עליו מכשיר נוסף שגם היא בעצם מערכת קוונטית



 תומר לויתן: נכתב על ידי, מבוסס על הרצאותיו של  פרופסור  אקרמן אריק)                                                                                        115203   (1פיסיקה קוונטית 

- 62 - 

: נגדיר אם כן מערכת מבודדת חדשה
atomDE E

D Atom
⊗

+��	�
  .בודדת זו יש המילטוניאן למערכת מ, 

  :סיכום

( ) :t Sψהתפתחות דטרמיניסטית בזמן לפי משוואת שרדינגר,  ללא מדידה :  

( ) ( )ˆdi t H t
dt

ψ ψ==  

),מדידה ) ( )P̂ t tα αψ ψ ψ≡ ) של ← ) ˆa Aα : ( ) ( )t c tα α
α

ψ ψ=∑.   

  

":מערכת מבודדת "S D+חות דטרמיניסטית לפי תההתפH:S D InteractionH H H H= +   ! סתירה⇐ +

Jhon Van Newmann: 

 Hilbertמרחב " : S+D"מערכת 
{ }
NS D
α

⊗.   

: 0t =   

  . 0D: גלאי במצב קוונטי

: מדידה
0

0 '' '

D D

D D
α

α

α α

α α

⊗ → ⊗

⊗ → ⊗
  

  : מדידת מיקום של אטום–דוגמא של גלאי 

N N
,

 אור אור
 כבוי דולק

⎫⎧
⎪⎪

⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

& &
○○  

  .עובר אטום בגלאי= אור דולק

=0: נדרוש
& &
○   )כל פעם תיתן רק אופציה אחת (○

N1 1

2 2

'

'

 אטום

ψ ψ

ψ ψ

⎧ ⊗ ⎯⎯→ ⊗⎪⎪
⎨
⎪ ⊗ ⎯⎯→ ⊗⎪⎩

& &

& &

○

○

○

○
  

  :וגישת הסופרפוזיציה תיתן לנ

1 2' 'ψ ψ⊗ + ⊗
& &
○ ○  

  :נדון בשתי גישות של מדידה

Sנתאר גישה אחת של  D+ ( )S D⊗.   

: 0t =  s cα
α

ψ α=∑  

0c D c Dα α α
α α

α α⎛ ⎞⊗ → ⊗⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  
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  . כגלאי ולא כחלק מהמערכתD  לסכלומר נתייח, נעשה מדידה: הגישה שניי

2

2
0

.

.

.

,

' ' , '

D C

c D D C
α α

α α α
α

α

α α

⎧
⎪ ⊗⎪
⎪⊗ → ⊗⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

∑  

  :םחילוף של גדלים פיסיקליייחסי 

  . Heisenbergהוכחה כללית של עיקרון אי הודאות של  .1
  . והגבול בים מכניקה קוונטית למכניקה קלאסיתEhrenfestהוכחה של מפשט  .2
 .מושג של מערכת שלמה של אופרטור הרמטיים .3

  

ˆ ו x̂:  אופרטורים2 xp ˆ x
dp

i dx
⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
 ,[ ]ˆ ˆ, xx p i= =,  ˆ ˆ, yy p i⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ]ו = ]ˆˆ, zz p i= =.  

L : באופן קלאסיתנע זוויתי r P= ×
G GG

.  
  :באופן קוונטי

N ( )ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
 אופרטור
 קוונטי

x y zL L L L=
G

  . אופרטור קוונטי-

  

ˆ
zL x y

i y x
⎛ ⎞∂ ∂

= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=
ˆבאופן דומה ניתן לקבל את   ( ˆ,x yL L(   

( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,x y z x y zL L i L L L i L L L L L⎡ ⎤ = ⇔ × = =⎣ ⎦
G G G G

= =  

   :Heisenberg  אי הודאותעקרון

ˆ:  גדלים פיסיקליים2ניקח  ˆ,A B) הרמיטים(.  

ψ מצב קוונטי כלשהו שמתאר את המערכת .  

ˆa Aψ ψ=  

ˆb Bψ ψ=  

( ) N
( )
N

( )

22

22 2

ˆ ˆ

22 2

A A

a a a

b b b

ψ ψ ψ ψ= =

Δ ≡ −

Δ ≡ −

  

ˆ את האופרטורים החדשים נגדיר ˆ', 'A B:   

ˆ ˆ'
ˆ ˆ'

A A a

B B b

≡ −

≡ −
  

( )
( )

2 2

2 2

ˆ '
ˆ '

a A

b B

ψ ψ

ψ ψ

⎧ Δ =⎪⇒ ⎨
Δ =⎪⎩

  

,: נגדיר HEλ ψ∈ ∈\.   

( )
2

ˆ ˆ' ' 0A i Bλ ψ+ ≥  
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( ) N ( )( )

( ) ( )

2

,

22 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ0 ' ' ' ' ' '

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ' ' ', ' ', '

 הרמטיים
A B

A i B A i B A i B

A B i A B a b i A B

λ ψ ψ λ λ ψ

ψ ψ λ ψ ψ λ ψ ψ λ λ ψ ψ

≤ + = − + =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + = Δ + Δ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

   :λאל פולינום מסדר שני של ניתן להתייחס כ

( ) ( ) ( )

( ) ( )

{ }

2 2 2ˆ ˆ', ' 4 0

1 ˆ ˆ,
2

ˆ ˆˆ ˆ', ' ,

 תמיד תלוי במצב בו אנו עובדים

A B a b

a b A B

A B A B

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

⎡ ⎤− − Δ Δ ≤⎣ ⎦

⎡ ⎤⇒ Δ ⋅ Δ ≥ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�������	������

  

  :דוגמא

[ ]
ˆ ˆ

ˆ ˆ,
ˆ ˆ x

x

A x
x p i

B p

⎧ =⎪ ⇒ =⎨
=⎪⎩

=  

1
2xx p⇒ Δ ⋅Δ ≥ =  
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   :Ehrenfestמשפט 

   .Âנגדיר גודל פיסיקלי על ידי אופרטור 

aˆנרצה לדעת מה ההתפתחות בזמן של  הממוצע  Aψ ψ=.   

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆd d d da A A A
dt dt dt dt

ψ ψ ψ ψ ψ ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

bra משוואת שרדינגר של ה 

ket משוואת שרדינגר של ה 

 משוואת שרדינגר

di H
dt

di H
dt

ψ ψ

ψ ψ

⎧
⎪

=⎪⎪⇔ ⎨
⎪− =
⎪
⎪⎩


������

=

=
����	���


  

( )
ˆ1 ˆ ˆ,

Ehrenfest   נוסחת 

d Aa A H
dt i t

ψ ψ ψ ψ∂⎡ ⎤⇒ = +⎣ ⎦ ∂=��������	�������

  

לכן , א תלוי בזמן לÂבאופן כללי 
ˆ

0A
t

∂
=

∂
.   

( ) ˆ ˆ,

Ehrenfest צורה יפה יותר של נוסחת 

di a A H
dt

ψ ψ⎡ ⎤= ⎣ ⎦=
������	�����


  

  

ˆגודל פיסיקלי הוא קבוע בזמן בתנאי  ˆ, 0A H⎡ ⎤ =⎣ ⎦ )A ו H במקרה זה נקרא ל , ) מתחלפיםÂ קבוע של 

): התנועה ומתקיים ) 0d a
dt

=.   

  

) חלקיק קוונטי בפוטנציאל -גמאדו )V r:   

  :נגדיר שני אופרטורים

N N N
31 2

ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ: , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ: , ,

 מחלפים בתוכם

 מחלפים בתוכם

i
qq q

i x y z

q x y z

p p p p

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩


��

��	�


  

ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0i j i jq q p p⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

ˆ ˆ,j k jkq p i δ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =  

  :בתרגיל כיתה ראינו את הקשרים הבאים

( ) 1ˆ ˆ ˆ, m m
j j jq p m i p −⎡ ⎤ =⎣ ⎦ =  

( ) 1ˆ ˆ ˆ, n n
j j jp q n i q −⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ =  

) :דיר את הפונקציה הבאהנג )ˆ ˆ ˆ,i iF F q p≡  



 תומר לויתן: נכתב על ידי, מבוסס על הרצאותיו של  פרופסור  אקרמן אריק)                                                                                        115203   (1פיסיקה קוונטית 

- 66 - 

( )

( )

ˆ ˆˆ ,
ˆ

ˆ ˆˆ ,
ˆ

i
j

j
j

q F i F
p

p F i F
q

∂⎧⎡ ⎤ =⎪⎣ ⎦ ∂⎪
⎨ ∂⎪⎡ ⎤ = −⎣ ⎦⎪ ∂⎩

=

=
  

)ניקח את  )ˆ ˆˆ ˆ,i iF p q H=:   

( ) ( )2 2 21ˆ ˆ ˆ ˆ
2 x y zH p p p V r

m
= + + +

G
  

   : Ehrenfestמשפט 

( )

( )
ˆ

ˆ

j
j

j
j

d hp
dt q

d Hq
dt p

⎧ ∂
= −⎪

∂⎪
⎨

∂⎪ = +⎪ ∂⎩

  

   .Ehrenfestי למשוואת נראה את ההבדל בין משוואות המילטון יעקוב, נראה מה קורה בגבול הקלאסי

( )ˆˆ ˆ
2
pH V r
m

= +  

( )

( )

( )
 המילטון יעקובי הקלאסי

 זה בדיוק נוסחת המילטון יעקובי

 זה כמאט משוואת המילטון יעקבי
 משוואת המילטון יעקובי בצורתה הנכונה

d
dt r r

p V r

pd r
dt m

d p V r
dt

=
=−∇

⎧
⎪

=⎪
⎪
⎪

⇒ = − ∇⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

G G
�����	����


GG G


������G
G

GG G

����	���

  

  
  

   :נראה מהם התנאים לעבור מהמצב הקוונטי למצב הקלאסי, המקרה החד מימדי
  

ˆ
ˆ

 קלאסי קוונטי

x x

d dV dVp
dt dx dx =

= − ≠ −
�	
 ��	�


  

  :נפתח לטור טיילור

( )
ˆ

ˆ
ˆ

dVF x
dx

≡ −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

21ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ' " ...
2

x

f x F x x x f x x x f x
≡Δ

= + − + − +
��	�


  

( ) ( ) ( ) ( )21ˆ ˆ ˆ" ...
2

 זה בעצם ההבדל בין המצב הקלאסי
 לבין המצב בקוונטי

f x f x x f x⇒ = + Δ ⋅ +
���	��


  

  
  :  גבול קלאסי יתקבל כאשר

( )
( )

3
2 2

3

"
1

  תנאי למצב קלאסי

f x d V dVx x
dx dxf x

Δ ⋅ ⇔ Δ� �
��������	�������
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וזה גם  ) 2xΔ,האם הוא צר או רחב(קודם כל במצב , התנאי לקבל את הגבול הקלאסי תלוי בשני דברים 
  ).Vנגזרות על(תלוי בפוטנציאל 
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  :ערכת שלמה של אופרטורים הרמיטיםמושג של מ

 היא מערכת של אופרטורים המתחלפים שבסדרת מדידות ניתן להגיע למצב תמינימאלי/שלמהמערכת 
  .טהור

  .לכל מערכת קוונטית ניתן להגדיר מערכת שלמה כזו

  :אוסילטור הרמוני חד ממדי-דוגמא

 המצב לא מנוון המכיל רק אמפליטוד(אנו רוצים לראות האם עבור מערכת נתונה ניתן להגדיר מצב טהור 
  )אחת המתארת את המצב

2
2 21ˆ ˆ

2 2
xpH m x
m

ω= +  

( ) 1,
2n nx nφ ε ω⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

=  

n nP ψ α φ=  

  .מדידה של האנרגיה בלבד נותנת לנו מצב טהור, במקרה של אוסילטור הרמוני חד ממדי

  :אוסילטור הרמוני דו ממדי

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ
2 2 2 2 x yH m x m y H H

m x m y
ω ω∂ ∂

= − + − + ≡ +
∂ ∂

= =
  

( ) ( ) ( ){ }, ,n mx y n mφ φ ∈`  

( ) ( ), 1E n m n mω= + +=  

 שנותנות לנו m ,nפרט למצב היסוד אנו לא מקבלים מצב טהור וזאת משום שישנן קומבינציות שונות של 
  .את אותה האנרגיה

), למשל )3E ω= 1כלומר  ,= 3n m+ +   .פציות כאלור אופס וישנן מ=

  :דוגמא
2המקרה של  ω=  ,תת המרחב שמתאר הוא דו ממדי.  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 2 1,
 אלו שני ווקטורים שמדגירים את תת המרחב

x y x yφ φ φ φ
�����	����


  

N
( ) ( ) ( ) ( )( )

N
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 1 1 2 2 1

1 1,
2 2

 נרמול נרמול

 בסיס אחר שגם כן מתאר את תת המרחב

x y x y x y x yφ φ φ φ φ φ φ φ
⎧ ⎫
⎪ ⎪+ −⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭�������������	������������


  

  .מצב טהור זה דבר שקול לזה שיש בסיס אחד לכל האופרטורים המתחלפים
  

  

  :  ראשוןמשפט

 ו Â מוגדר על ידי וקטורים עצמיים של HEשמתחלפים יש בסיס של  B̂ ן Âלשני אופרטורים הרמיטים 

B̂ .  

  :הוכחה

} ,Âעבור אופרטור  }, ,a rα α,  מערכת עצמית שלÂ : ˆ , ,A r a rαα α=.   

ˆ: נניח ש ˆ, 0A B⎡ ⎤ =⎣ ⎦.   

( ) ( )ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,BA r AB r Ba r A B r a B rα αα α α α α= = ⇔ =  
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ˆ, לכן ,B rα הוא וקטור עצמי שלÂ.   

  :ישנן שתי אפשריות

1. aαע לא מנוון" הוא ע: 

( )ˆ , ,B r const rα α⇒ = ⋅  

} יש בסיס עצמי משותף B̂ו Âלכן ל  }, rα.  

2. aαע מנוון" הוא ע: 

ˆהוקטור  ,B rαניצב לכל וקטור  הוא , Sβ עצמי של Â עבור( )a aβ α≠   

( )ˆ, , srS B r B α
αββ α δ⇒ =  

  

( )

( )

N

( )

1 2

0

1

,
*

0

...

ˆ

...

0 ///

 בתוך הבלוק
 יש לנו שני
 וקטורים

a

a

a
B

α

α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  ".בלוקים" היא אלכסונית בB̂מטריצה 
  

( ) 1 1

2 2

ˆ

ˆ*
A a

A a
α

α

α α

α α

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
  

1 2 2 1 1,2 1,20, 0, 0B B Bα α α α α α≠ ≠ ≠  

× ×⎛ ⎞
⎜ ⎟× ×⎝ ⎠

  

}קיים בסיס  }, , rα β עצמי של Âו -B̂.   

ˆ , , , , ˆ ˆ, 0
ˆ , , , ,

A r a r
A B

B r b r
α

β

α β α β

α β α β

⎧ =⎪ ⎡ ⎤⇒ =⎨ ⎣ ⎦=⎪⎩
  

  . אופרטורים מתחלפיםB̂- וÂ נקבל מכך ש B̂-  וÂנרצה להראות שהיתן בסיס משותף ל 
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  :משפט שני

  . כלשהוψמצב קוונטי  ,Hilbert HE מרחב -נתון

}מערכת שלמה  }ˆ ˆ ˆ, ,...,A B Xשל אופרטורים הרמיטים מתחלפים .  

  : נגדיר מצב

N

N

0 ...

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ
 קבוע
 נירמול

 המצב אחרי
 המדידה
 במצב

A

 המצב אחרי המדידה
 במצב

B

 המצב אחרי המדידה במצב
X

A

c P P Pξ β αψ ψ
↓

=

��	�


���	��


  

}נרצה להוכיח שאם  }ˆ ˆ ˆ, ,...,A B X 0 מערכת שלמה אזי המצבψ הוא יחיד וכמו כן להראות שהוא מצב

  .יםרעצמי של כל האופרטו

}הוא מצב עצמי של 0ψהמצב  .1 }ˆ ˆ ˆ, ,...,A B X.  

  .)הוא לא סופר פוזיציה של הוקטורים האחרים, כלומר הוא לא מנוון ( הוא מוגדר היטב0ψהמצב  .2

  :הוכחה

}:  מתחלף עם כל האופרטוריםÂאנו יודעים ש  }ˆ ˆ,...,B X ועל כן גם P̂α.   

ˆ ˆ ˆ ˆ, ... , 0P P P Pα β α ξ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

ˆ: זה נובע מכך שכל אופרטור ניתן לכתוב כסופר פוזיציה של הפרוזקטורים שלו  ˆA a Pα α
α

=∑.   

( ) ( ) ( )
( )
{ }

2
0

0

2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ... ... ...

ˆ ˆ ˆ...

ˆ ˆ

aA c A P P P c A P P P P c a P P P P

a c P P P a

P P

ξ β α α ξ β α α ξ β α

α ξ β α α

α α

ψ ψ ψ ψ

ψ

= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

= ⋅ =

≡

  

  .)1הוכחנו את (ים י של כל אופרטור  מצב עצמ0ψקיבלנו ש 

  :הערות
 .אין חשיבות לסדר המדידה . αקודם כל את , כלומר,כאשר אנחנו מודדים בסדר הזה  
 . הוא מצב קבוע בזמן0ψאם ההמילטוניאן הוא חלק מהמערכת השלמה אז ניתן לומר ש  

0tכלומר אם בזמן    . קבוע בכל זמן אחר0ψ אז 0ψ מקבלים =
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   :Stern-Gerlach ניסוי –ספין חצי 

  ). רמות אנרגיה2(ספין חצי זו מערכת במרחב הילברט שלה שני ממדים 

   :Stern-Gerlachניסוי 

 אלומת אטומי כסף בשדה מגנטי לא
.אחיד

  

  
 . לכן אין כוח לורנץםאטומים ניטרליי .1
המסתובבים במסלול סגור ' באופן קלאסי יודע לנו כי באטומים יש אלקט? מדוע, שינוי הכיוון .2

 . סביב האטום
המומנט המגנטי .  מייצר מומנט מגנטי⇐גור זרם במסלול הס⇐מטען שמצבע מסלול סגור

  .מושפע מהשדה המגנטי החיצוני המשתנה בזמן
   

  .של אטום ניוטרליμGמומנט מגנטי : תאור קלאסי

   : μGמקור של 

   .vובמהירות  , r במסלול בעל רדיוס  נע בתנועה מעגליתחלקיק זה , q– ומטען mחלקיק בעל מסה : דוגמא

 אטומי כסף

y 

z 
x: 

שדה 
מגנטי 

 לא אחיד

 מגנט

 מגנט

z 

x 
0 
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   :Iזרם 

2
="צפיפות מטען כפול מהירות"

qI v
rπ

−
= ⋅  

  :μGמומנט מגנטי 

N
 וקטור
 שטח

I Sμ = ⋅
GG

  

  : ווקטור השטח מוגדר על ידי 
2 ˆS r zπ=

G
   

2 ˆ ˆ
2 2

q qv r z v r z
r

μ π
π
−

⇒ = ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅
G

  

Lתנע זוויתי 
G

:   

ˆL r p m r v z= × = ⋅ ⋅
G G G

  
  :המומנט המגנטי מוגדר בעזרת תנע זוויתי

  

N
0

2

 יחס
 גירומגנטי

q L
m

γ

μ⇒ = −
GG

  

μG בשדה מגנטי  B
G

  : האנרגיה היא 

W Bμ= − ⋅
GG

  
  :מומנט מכני

BμΓ = ×
GG G

  
  :נותן לנו את הקשר הבאחוק ניטון 

dL
dt

= Γ
G G

  

0
d B
dt
μ γ μ⇒ = ⋅ ×
G GG

  

  :זה מתאר

  
0ω) Larmor (  ,0תדירות  0Bω γ=.   

r 

z 

q− 

v

μG 

B
G
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  :סיאסיכום התיאור הקל

  : של אטום  ניטרליμGמומנט מגנטי 

0

2

2

q L
m
q
m

μ

γ

⎧ = −⎪⎪
⎨
⎪ ≡ −
⎪⎩

GG

  

)0γ -פקטור גירומגנטי (  

  
  :אנרגיה מגנטית

W Bμ= − ⋅
GG

  
  :פרסציה

0
d B
dt
μ γ μ= ×
G GG

  

   :Larmorות תדיר

0 0 Bω γ=
G

  

  : שנניח

0xמסלול האטומים נמצא במישור   =. 

 ˆzB B z=
G

 ). בלבדzלשדה המגנטי רכיב בציר  (

 0z zB B
y x

∂ ∂
= ≡

∂ ∂
.  

  :כוח

( ) ( ) z
z z

BF B F t
z

μ μ ∂
= ∇ ⋅ ⇒ =

∂

G G G GG
  

): נניח ש( ) ( )0z ztμ μ�(   

 . אנו מצפים לראות מסלולים או קלפי מעלה או קלפי מעטה

  

N
 תנע כולל

zz
F dtP

P P
θ θ θ+ −

Δ
Δ ≡ − ≅ = ∫  

2
z z

z z z
B BL LF dt
z v z mv

μ θ μ∂ ∂
≅ ⇒ Δ ≅

∂ ∂∫  

 אטומי כסף

y 

z 
x: 

שדה 
מגנטי 

 לא אחיד

θ+ 

θ− 

θ+ 

θ− 

L 

vG 
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  :תוצאות הניסוי

  : רצף של אטומים לקבל במקרה הקלאסיהיינו מצפים

  
  :שונה ונראה התוצאות שקיבלו בפועל

  

  

( )24 1
0 9.27 10 *J Tμ − −⎡ ⎤= ⋅ ⋅⎣ ⎦  

z 

x 

0μ+ 

0μ− 

0B ≠ 

z 

x 

0μ+ 

0μ− 

0B = 

z 

x 

0μ+ 

0μ− 

0B ≠ 
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( )
?

0 *
2

 על פי בוהר

 על פי תוצאות הניסוי

q
m

μ = ==
��	�

���	��


  

L =
G

= ,q e= −, m –מסה של אלקטרון.  

   :Stern-Gerlachתאור קוונטי של ניסוי 

):  המתאים לבעיהHilbert בונים מרחב .1 ) N3
2 int .

 מרחב
 פנימי
 דרגות
 החופש
 של

 המומנט
 המגנטי

HE E= ⊗A \.  

{ }
( )

intdim 2
 על פי תוצאות הניסוי

Otto Stern

E ≥���	��
  

intdim: נניח ש 2E =.   

) :בסיס ),
z z

+ −.   

ˆ: מדידה של מומנט מגנטי zμ.   

0

0

ˆ

ˆ
z z z

z z z

μ μ

μ μ

⎧ + = +⎪
⎨

− = − −⎪⎩
  

z z
μ α β= + + −  

2 2 1
 נירמול

α β+ =���	��
  

  
  : הצגה מטריציאלית

1 0
,

0 1z z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

0

1 0
ˆ

0 1zμ μ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
  

 היינו מצפים לכך שנקבל אותו y או xאם נעשה את המדידות לאורך ציר  , z לציר סכל מה שעשינו מייחו(
   )zכל הפיזיקה המדוברת כאן איננה תלויה בציר . דבר
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ˆ : y וציר xנטי לאורך ציר מומנט מג ˆ,x yμ μ   

  . בטור  S-Gשני מגנטים של 

  
  .נחסום אחת מהאלומות. z רואים שני כתמים לאורך ציר – zמגנט אחד בציר : מהלך הניסוי

 תוצאה זהה לתוצאה בניסוי מקבלים . x ומודדים מומנט מגנטי לאורך ציר xשמים מגנט נוסף לאורך ציר 
  .הקודם

  .אם היינו חוסמים את האלומה העליונה ולא את התחתונה ביינו מקבלים אותו הדבר
ˆ? xμ  

( ),
x x

+    .xμˆ וקטורים עצמיים של −

ˆxμ בבסיס ( ),
x x

+ −?   

0ˆ x x
x

x x

α β
μ μ

γ δ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  :דרישות

1. ˆxμ הוא מטריצה הרמיטית: 

( ) 2,x xα δ ∈\ ,  *x xγ β=   

)על כן  . ±xμ :0μˆמדידה של  .2 )ˆ 0Tr xμ 0x ועל כן = xα δ+ =.  

3. ( )ˆ1 1xDetx x x xα δ γ β μ− = − ⇐ = − 

4. 0 ˆ 0x z x z
μ α μ= + + = 

 :מתוך דרישות אלו נקבל

2

2

0
1

1
1*

x x
x

x x

x
x x

α δ
β

γ β
γγ β

= − =⎧ ⎧ =⎪ ⎪⇒ = ⇒⎨ ⎨
=⎪ ⎪⎩=⎩

  

x

x

i
x

i
x

e
e

φ

φ

β
γ

−

+

⎧ =
⎨

=⎩
  

0
0ˆ

0

x

x

i

x i

e
e

φ

φμ μ
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  : נקבלyעבור 

0

0
ˆ

0

y

y

i

y i

e

e

φ

φ
μ μ

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

z

  אטומי כסף
x 

z
+ 

z
− 

x  

0μ− 

0μ+ 
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N
( )1

2
 נרמול

xi
x z z

e φ+ = + + −  

  :נבצע את הניסוי הבא

  

( )0ˆ 0 cosx y x yx
μ μ φ φ+ + = = −  

0 ,
2 2

  בחירה שרירותית המקיימת את התנאי

x y x y
π πφ φ φ φ⇒ − = ⇒ = = −

����	���

  

0 0 0

0 1 0 1 0
ˆ ˆ ˆ, ,

1 0 0 0 1x y z

i
i

μ μ μ μ μ μ
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

}בבסיס  },
z z

+ −.   

   : Pauliמטריצות 

0 0 0

0 1 0 1 0
ˆ ˆ ˆ, ,

1 0 0 0 1x y z

i
i

μ μ μ μ μ μ
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

  

1 0
0 1
⎛ ⎞

Ι = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
  

( )

( )

1
2

1
2

x z z

y z z
i

⎧ ± = + ± −⎪⎪⇒ ⎨
⎪ ± = + ± −
⎪⎩

  

[ ]

0

0

0

ˆ ˆ ˆ, 2

ˆ ˆ ˆ, 2

ˆ ˆ ˆ, 2

x y z

x y x

z x y

i

i

i

μ μ μ μ

μ μ μ μ

μ μ μ μ

⎡ ⎤ =⎣ ⎦
⎡ ⎤ =⎣ ⎦

=

  

x

x
+ 

x
− 

y  
0μ+ 

0μ− 
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  :לוגיקה קלאסית

  

  :לוגיקה קוונטית

  
  
  

. כבר אין אנו יכולים לומר כלום על המדידה בציר אחר, כאשר אנו מודדים בכיוון מסוים , כאן
  .מתחלפים ולכן לא ניתן לבצע את המדידות במקבילהאופרטורים לא 

בניסוי האחרון מדדנו 
x

0 וקיבלנו y בכיוון ציר + 0,y yμ μ− אולם כעת שינינו את  ,+
x

המצב שיצאנו  (+

  ).ממנו
  

    :Stern-Gerlachעקרון אי הודאות וניסוי 

  ) שני אופרטורים לא מתחלפים הם מקיימים את יחסי אי הודאות של אייזנברגכאשר(

  
T –זמן מעבר של האטומים במגנט . 

  חבורת גלים = אטומי כסף
   z         לאורך ציר 

z 

vG 

N

N

 אי הודאות
 במיקום

 אי הודאות
 בתנע

z

z

p

Δ

Δ 

y 

 אטומים
, ,x y zμ μ μ  

0μ− 0μ+

    

ˆעבור  zμ 

אוסף 
  אבנים

  לבן

 

  שחור
 

 גדול קטן גדול  קטן

ˆעבור  yμ 
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 .על מנת לתאר את תוצאות ניסוי שטרן גרלך חייבים להניח שיש דרגות חופש פנימיות במערכת 

0מדידה של   ˆ zμ μ± =:   

 .  יהיה גדול בהרבה מאי הודאות בתנעצריך שמרחק 

zשינוי בתנע : במילים אחרות zp pΔ �.   

0 z
BFdt T p
z

μ ∂
= Δ

∂∫ �  

ˆ ו xμˆנניח ש  yμנתונים למדידה .  

0Tθ ω=  

0 0

 קוונטי

B z
z

ω γ ∂
Δ = Δ

∂���	��

  

0 0

 בקלאסי

Bω γ
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠
��	�
  

 

0Tθ ωΔ = Δ  

2θ πΔ �  

ˆ ו xμˆאם לא אי הודאות בזוית כל כך גדולה שלא ניתן להפריד בין ( yμ ולא ניתן למדוד 

  )אותם בו זמנית

0
0

μγ⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠=

  

0

0

2

z

BT z
z

B T p
z

γ π

μ

∂⎧ Δ⎪⎪ ∂
⎨ ∂⎪ Δ
⎪ ∂⎩

�

�
  

0

0

ˆ ˆ,

2
2 2

 וזה מצב שלא יתכן זה צריך
 להיות יותר גדול

 כלומר לא ניתן למדוד בו זמנית
 שני מצבים

x y

z z

z

B zT
z p p z
B zT p
z

μ μ

μ π
π π

μ

∂ Δ⎧
⎪⎪ ∂ ⇒ Δ ⇒ Δ Δ⎨ ∂ Δ⎪ Δ
⎪ ∂⎩

� == � � =
���	��
�

  

  
ˆxμ ו ˆ yμלפיםח מת.  

μG 

//B z
G

  

0ω 

θ 
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  :מדידה לאורך ציר כלשהו

  
ˆ ˆ ˆsin cosx yu u uθ θ θ= +  

  
sin cosx zθμ μ θ μ θ= +  

0

cos sin
ˆ ˆ ˆsin cos

sin cosz zθ

θ θ
μ μ θ μ θ μ

θ θ
−⎛ ⎞

= + = ⎜ ⎟+⎝ ⎠
  

cos sin
2 2

sin cos
2 2

z z

z z

θ

θ

θ θ

θ θ

⎧ + = + + −⎪⎪
⎨
⎪ − = − + + −
⎪⎩

  

2 2

2 2

cos
2

sin
2

z

z

p

p

θ

θ

θ

θ

+

−

⎧ = + + =⎪⎪
⎨
⎪ = − + =
⎪⎩

  

  

z 

θ 

ûθ 

z 

z
+ 

x 

z 
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  :תאור שלם של האטומים

): מרחב הילברט הכולל מוגדר על ידי )3
2 intHE E= ⊗A \.   

,HEψ ψ ψ ψ+ −∀ ∈ = ⊗ + + ⊗ −  

{ } ( )3
2,ψ ψ+ − ∈A \  

{ } int, E+ − ∈  

ˆאופרטורים 
extAמוגדרים ב  - ( )3

2A \.   

ˆאופרטורים  ˆ,y xμ μמוגדרים ב  - intE לכן אופרטורים ˆ
extA ו ˆiμ מתחלפים ←   

( )( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆext i ext iA Aε εε
μ ψ ε ψ μ ε

=±
⊗ ⊗ = ⊗  

  : הצגה מעורבת

( ) ( ), ,Ht E r t rψ ψ ψ± ±∈ =  

( ) ( ) ( ), ,
ב-EXT  פונקצית גל פונקצית גל

t r t r tψ ψ ψ+ −= + + −��	�
 ��	�
�	

  

  :ניקח שני מצבים בהצגה מעורבת ונגדיר מכפלה שלהם 

( ) ( ) ( ) ( ) 3, , * *t t d rψ χ ψ χ ψ χ ψ χ+ + − −∀ = +∫  

( ) 2 3,r t d rψ± : 0: ההסתברות למצוא את החלקיק בנפח הנתון בעל מומנט מגנטיμ±.   

): חייבת להתקיים דרישת הנרמול ) ( ) ( ) ( )( )2 2 3, , 1t t r t r t d rψ ψ ψ ψ+ −= + =∫   

  : פונקציית גל בעלת שני רכיבים

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ),

;; * , , * ,
,

r t
t t r t r t

r t
ψ

ψ ψ ψ ψ
ψ

+
+ −

−

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

)אופרטורים מוגדרים במרחב  )3
2A   ?כיצד כותבים בשני רכיבים , \

 אנרגיה קינטית –לדוגמא 
2ˆ

2
p
m

:   

int

2
2

2 2
2

2
2

0ˆ 2
2 2

0
2

E
p m I
m m

m

⎛ ⎞
− ∇⎜ ⎟
⎜ ⎟= = − ∇ ⊗
⎜ ⎟

− ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
=

=
  

  :התפתחות בזמן של מצבים אטומים בשדה מגנטי

ממשוואת שרדינגר אנו מקבלים שלחלקיק יש אנרגיה קינטית ואנרגיה פוטנציאלית שנובעת מראיקציה של 
  .ט מגנטי של החלקיק עם השדה החשמלימומנ

  :אנרגיה פוטנציאלית

N Nˆ ˆ ˆ

2

int

 אופרטור אופרטור ב
 המוגדר ב

E

x x y y z zW B r B B Bμ μ μ μ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = − − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠A

GG
  

): ההדרה המדויקת של המרחבים ) ( )int intE EI B Iμ− ⊗ ⋅ ⊗   

W – לא בהכרח אלכסונית( היא מטריצה.(  

int
ˆ ˆ ˆ

extH H I W= ⊗ +  
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( )
2

exp
ˆ

2
pH V r
m

= +  

di H
dt

ψ ψ==  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 ˆ ˆ, , , , 1
2

i r t V r r t W r t W r t
t m
ψ ψ ψ ψ+ + + −

⎛ ⎞∂
= − ∇ + + + + + + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

==  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 ˆ ˆ, , , , 2
2

i r t V r r t W r t W r t
t m
ψ ψ ψ ψ− − + −

⎛ ⎞∂
= − ∇ + + − + + − −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

==  

( ) ( )1 2⇐   : מקבלים שתי משוות מצומצמות+

N
,

ˆ
 בהצגה

 מבסיס
+,-

W W
W

W W
ψ ψ

ψ
ψ

+ −

+

−

⎛ + + + − ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟− + − − ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

)שדה מגנטי אחיד  )0V =:   

0tמצב של אטומי כסף בזמן  =.   

( ) ( )0 0, 0rψ α β⋅ + + −  

  :ההמילטוניאן במצב זה הוא
2ˆˆ ˆ

2
pH B
m

μ= − ⋅
G

  

   :tמצב בזמן 

( ) ( ) ( )( ),r t t tψ α β⋅ + + −  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

2

ˆ

i
t m

di t t B t t
dt

ψ ψ

α β μ α β

⎧ ∂
= − Δ⎪⎪ ∂

⎨
⎪ + + − = − + + −
⎪⎩

==

G
=

  

Bˆנניח ש  z
G
&:      ˆ ˆ zB Bμ μ⋅ = ⋅

G
           0

1 0
0 1zμ μ
⎛ ⎞

= ⋅⎜ ⎟−⎝ ⎠
   

( ) ( )

( ) ( )

0

0

di t B t
dt
di t B t
dt

α μ α

β μ β

⎧ = −⎪⎪
⎨
⎪ = +
⎪⎩

=

=
  

0נגדיר  02 Bω μ≡ −
=

:   

( )

( )

0

0

2
0

2
0

i t

i t

t e

t e

ω

ω

α α

β β

−

+

⎧
=⎪

⎨
⎪ =⎩

  

  :נגדיר ערכי תצפית

( )
( )
( )

ˆ

ˆ

ˆ

x x

y y

z z

M t

M t

M t

μ

μ

μ

⎧ ≡
⎪⎪ ≡⎨
⎪

≡⎪⎩
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

N

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2
0 0 0

,
,

.

ˆ 2 cos

ˆ 2 sin

ˆ

 מתחלף עם ההמילטוניאן ועל כן גם ללא
 חישוב צריך להבין שנקבל משהו קבוע בזמן

z

x x

y y

z z

t r t
t r t

t r t

M t t t t

M t t t t

M t t t

μ

α ψ
ψ ψ

β ψ

ψ μ ψ μ α β ω

ψ μ ψ μ α β ω

ψ μ ψ μ α β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+

−
= =

= =

= =

= = −
���������	� 


⎧
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

�������

  

( ) ( )
( ) ( )

( )

0

0

0 ˆ0

x y

y x

zz

M t M t d M M
M t M t dt

uM t

ω
ω

ω

⎧ = − ⎧ = Ω×⎪ ⎪= ⇔⎨ ⎨
⎪ ⎪ Ω ≡ ⋅= ⎩⎩

� G G G
�

G
�

  

ˆzu  - וקטור יחידה בכיוון ציר z.   

  
Sterin-Garlach : שדה לא אחיד.  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0

2

0

ˆ, ,
2

ˆ, ,
2

pi r t B z r t
t m

pi r t B z r t
t m

ψ μ ψ

ψ μ ψ

+ +

− −

⎧ ⎛ ⎞∂
= −⎪ ⎜ ⎟∂⎪ ⎝ ⎠

⎨
⎛ ⎞∂⎪ = +⎜ ⎟⎪ ∂ ⎝ ⎠⎩

=

=
  

( ) 2 3,r t d rπ ψ± ±= ∫  

1π π+ −+ =  

( ) ( ),
,

r t
r t

ψ
φ

π
±

±
±

≡  

( ) 2 3,r r r t d rφ± ±= ∫
G G

  

  

( ) ( )* 3, ,p r t r t d r
i

φ φ± ± ±= ∇∫
G=G

  

z 

L 

( )
( )

( )
0

ˆ

'

0!

z z

z

B B r u

B r B b z

divB

=

≡ +

=

G

G
 

0ω 

M
G

 

ˆB z
G
& 
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   :Ehrenfestמשפט 

  : כלליבאופן

( )

pd r
dt m

d p V r
dt

=

= − ∇

G
G

GG
  

  :במקרה שלנו
1d r p

dt m± ±=
G

  

( ) 0x y
d d dp V r p p
dt dt dt± ±= − ∇ → = =

GG
  

0 'z
d p b
dt

μ± = ± ⋅  

0tבזמן  = :  0r± =
G

0  ו  x zp p± ±= =  ;  yp mv± = ,v -מהירות של אטומי הכסף .  

: כלשהוt זמן ב

( )

N
0 .

0 0 .

1 0 0
x x

x

x
d p p const
dt

p t const

d x p x
dt m

± ±

±

± ± ±

= ⇒ =

= = =

= = ⇒ =;  y vt± = ; 
2

0
'

2
b tz

m
μ± = ±.   

  
  

Lt
v

≈  

N

2
2

0 0

~

' '2
2

t

b bL Lz z z z
m v v

z
m

δδ μ μ
+ −

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟= − = ⇒ = > Δ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 z zδ > Δכלומר,תנאי ראשון לפיצול לשתי אלומות ,zδיהיה גדול מרוחב חבורת הגלים.. 
 מכאן שעל מנת לבצע מדידה , זמן המדידה של שתי האלומותt , יהיה סופי L - תנאי נוסף הוא ש 

  .סופיקוונטית אנו צריכים זמן מדידה 

z+ 

z− 

y 

z 

0 × 
zδ 

L 
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  :תנע זוויתי במכניקה קוונטית

):Hilbertמרחב (תנע זוויתי של חלקיק בודד  )3
2A \:(   

  :באופן קלאסי

L r p= ×
G G G

  

  :הכללה קוונטית

ˆ ˆL̂ r p= ×
G G

  

ˆ
ˆ ˆ

ˆ

x

y

z

L

L L

L

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

G
  

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; , ; ,x y z y z x z x yL L i L L L i L L L i L L L i L⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = ⇔ × =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
G G G

= = = =  

i,...,1,  חלקיקים קוונטיםNמערכת של  N=:   

ˆ ˆ ˆ
i i iL r p= ×
G G G

  

( ) ( ).

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ
N N

tot
i i i

i i

L L r p
= =

= = ×∑ ∑
G G G G

  

( ) ( ) ( ). . .ˆ ˆ ˆtot tot totL L i L× =
G G G

=  
  )כל חלקיק במרחב שלו(

Ĵהגדרה כללית של תנע זוויתי
G

  : במכניקה קוונטית

( )ˆ ˆ ˆ ˆ, ,x y zJ J J J=
G

  

ˆ ˆ

אופרטורים שמקיימים תנאי3סדרה של   
 זה נגיד שזו מערכת של תנע זוויתי

J J i J× =
G G G

=��	�
  

   .HEב  במרחלהיותמוגדר 

  :נגדיר מערכת שלמה

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ
x y z

z

J J J J

J

⎧ ≡ + +⎪
⎨
⎪⎩

G
  

{ }2ˆ ˆ, zJ J
G

  .ם שמתחלפיםיטי מערכת שלמה של אופרטורים הרמי-  

?
2ˆ ˆ, 0J J⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

G G
  

?
2 2 2 2 2 2 2 2ˆ ˆ, , , , , 0x x x y z x y z x y x zJ J J J J J J J J J J J J⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = + + = + = + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

G
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2 2

2

,

,

y x y y x

x y x y y x x y y y y x z y x y y y x

z y y x y z y y z z y y z x y

J J J J J

J J J J J J J J J J J J i J J J J J J J

i J J J J J i J J J i J i J J J J J J
= −

⎡ ⎤ = − = − ⋅ ⋅ = + ⋅ − =⎣ ⎦
⎡ ⎤= + = + = + = ⎣ ⎦

=

= = = =
�	


  

( ) ( ) ( )2, ...x z x z z z z x z y y zJ J J J J J J J i J J J J⎡ ⎤ = − = = − +⎣ ⎦ =  

2 2, 0 , 0xJ J J J⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇒ = ⇒ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
G G G

  

}נגדיר בסיס על ידי וקטורים עצמיים של  } 2ˆˆ: |zim J J
G

:  

( )2 2ˆ 1
ˆ

z

J jm j j jm

J jm m jm

⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩

=

=
  

  

( )2 1j j   . הוא מספר ממשי וחיובי=+

mהוא מספר ממשי חיובי ושלילי .  
  

' '' ' jj mmjm j m δ δ=  

   :mל  ושjחישוב של 

   .±J: הגדרה של שני אופרטורי סולם

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
x y

x y

J J iJ

J J iJ
+

−

⎧ ≡ +⎪
⎨

≡ −⎪⎩
  

† †;xJ J J J− − += =  

2ˆ ˆ, 0

ˆ ˆ ˆ,z

J J

J J J

±

± ±

⎡ ⎤ =⎣ ⎦
⎡ ⎤ = ±⎣ ⎦ =

  

( )( )2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1J J m J J jm j j J jm± ± ±= = +=  

( ) ( ) ( )ˆ ˆ 1z zJ J jm J J J jm mJ jm J jm m J jm± ± ± ± ± ±= ± = ± = ±= = = =  

  !) הוא מספר ממשי mחשוב לזכור (
2 †

0

0J jm jm J J jm jm J J jm± ± ± ±

≥

= = ≥∓��	�

  

( )( ) ( )2 2 2 2
x y x y x y z z zJ J J iJ J iJ J J i i J J J J± = ± = + ± = −∓ ∓ = ∓ =  

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 21 1 1 0J jm j j m m j j m m± = + − = + − ± ≥= = ∓ = =  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 0 1
1 1 0 2

m m j j
m m j j

+ − + ≤⎧⎪⇔ ⎨ − − + ≤⎪⎩
  

( ): 1  

( )2 1 0m m j j+ − + ≤  

1
m j

m j
+

−

=⎧
⇒ ⎨ = − −⎩

  

1j m j− − ≤ ≤  

  
m m− m+ 

)ו תחום שב )1 
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( ): 2  

( )2 1 0m m j j− − + ≤  

1j m j− ≤ ≤ +  

  

  : קווטיזציה-  j ו mחישוב המספרים הקוונטים -סיכום

( )2ˆ 1
ˆ

z

J jm j j jm

J jm m jm

⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩

=

=
  

{ }2ˆ ˆ, zJ Jהיא מערכת שלמה של אופרטורים מתחלפים .  

j m j− ≤ ≤  

  , נתוןmעבור 

1 , 2J jm jm jm+ = + +  

max max; 0m J jm+ =  

( ) ( )max max max max

0

1 1 1J jm j j m m jm+

=

= + − + +⎡ ⎤⎣ ⎦�����	����

  

maxmמוגדר כך שהוא מקיים את הקשר  :  

( ) ( )max max1 1 0j j m m+ − + =  

max 1
j

m
j

⎧
⇒ = ⎨− −⎩

  

max: 1m j= − −  

max 1

1

jm j j

J j j j j+

= − −

− − = −
  

max, לכן  1m j≠ − −  

maxm j⇒ =  

J jm+ ,  מספר שלםN    ) :+Jמספר הפעמים שמפעילים את (`∋

maxm N m j m N j+ = = ⇒ + =  

  

J jm−  

min1 , 2 ,....,jm jm jm− −  

( ) ( )min min min0 1 1 0J jm j j m m− = ⇒ + − − =  

1
j

j
−⎧

⇒ ⎨ +⎩
  

minנניח ש  1m j= +.   

min 1J jm J jj jj− −= + ∝  

jj הוא מצב שמותר לנו להיות בו ועל כן זה לא minmקיים  כי אז לא מתmin 0J jm− = 

.minm j⇒ = −  

m 1j− − j− j 1j + 
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J jm−  

N min' 'm N m j m N j
∈

− = = − ⇒ − = −
`

  

'
' 2 '

2
 כלומר 

j
 הוא מספר
 שלם או
 חצי שלם

m N j
j N J N j N N j

m N j
− = −⎧

⇒ ⇒ − = − + ⇒ = + ∈ ⇒ ∈⎨ + =⎩

``
�	


  

  :קוונטיזציה של תנע זוויתי אורביטלי

( )3
2,L r p= ×

G G G A \  

}: מערכת שלמה }2 , zL L.   

( )2 2 1

z

L m m

L m m m

⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩

A = A A A

A = A
  

ˆˆ ˆ ˆz y xL xp yp x y
i y x
⎛ ⎞∂ ∂

= − = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=
  

  
sin .... ... ...
sin sin ....

cos ....
 קאורדינטות כדוריות

x r cos dx dr d d
y r dy

z r dz

θ ϕ θ ϕ
θ ϕ
θ

= =⎧ ⎧
⎪ ⎪= ⇒ =⎨ ⎨
⎪ ⎪= =⎩ ⎩

  

ˆ
zL

i ϕ
∂

=
∂

=
  

( ) ( )

ˆ

ˆ

z

 מצב עצמי
 של
L

z m mL r m rψ ψ=
G G=�	
  

( ) ( )m
m

r
m r

i
ψ

ψ
ϕ

∂
=

∂

G
= G=  

( ) ( )

( ) ( ),

m
m

im
m m

r
im r

r r e ϕ

ψ
ψ

ϕ

ψ φ θ

∂
=

∂

=

G
G

G
  

θ 

ϕ 

r 

z 

x 

y 
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: ?m =  

( ) ( ), , , , 2
 תנאי שפה

m mr rψ θ ϕ ψ θ ϕ π= +������	�����
  

  :נפעיל את תנאי השפה ונקבל
( )2 21 2 2 ,imim i me e e m p p mϕ πϕ π π π+= ⇒ = ⇒ = ∈ ⇒ ∈` `  

לא   mעבור תנע זוויתי אורביטלי של חלקיק בודד.  יכול להיות שלם או חצי שלםm  ,בתנע זוויתי כולל 
  !!חצי שלם אלה שלם בלבד יכול

j m m
m

∈
− ∈ ⇒ − ∈ ⇒

− ≤ ≤ +

A `
` A `

A A
  

  :וניות כדוריותקורדינטות כדוריות ופונקציות הרמ

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zL L L L= + +  

2
2 2

2 2

1 1ˆ sin
sin sin

L θ
θ θ θ θ ϕ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
=  

ˆ ˆ ˆ coti
x yL L iL e iϕ θ

θ ϕ
±

±

⎛ ⎞∂ ∂
= ± = ± +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

=  

ˆ ושל 2Lמצבים עצמיים של 
zL : ( ), ,my θ ϕA   

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
, ,

, ,

ˆ , 1 ,
ˆ , ,

m m

z m m

L y y

L y my

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩

A A

A A

= A A

=
  

( ){ }, ,Hilbert בסיס של מרחב my

m

θ ϕ

∈⎧
⎨− ≤ ≤⎩

A

A `
A A

  

N ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
*
, ', ' ' '

0 0

, , 1

sin , ,

, 1 1 ,

, 0

 יעקוביאן
m m mm

m m

d y y d

L y m m y

L y

π π

θ θ θ ϕ θ ϕ ϕ δ δ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ
± ±

+

⎧
=⎪

⎪
⎪ = + − ±⎨
⎪

=⎪
⎪
⎩

∫ ∫ A A AA

A A

AA

= A A  

( ) ( ), , im
m my F e ϕθ ϕ θ=A A  

( ) ( ) ( ), 0 cot 0 cot 0i FL y i F e Fθ ϕ θ θ θ θ
θ ϕ θ+

⎛ ⎞ ∂∂ ∂
= ⇒ + = ⇒ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

AA AA
AA AA AAA  

N
( ) ( ) ( )coscot ln ln sin sin

sin
 קבוע

dF Fd d F C
F C

θθ θ θ θ θ θ
θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

AAA AA
AA

AA

A A A  

( ) ( ), sin iy C e ϕθ ϕ θ= A A
AA  
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: 0=A  

( )00 .F Constθ =  

  : נירמול

N ( )
2

2 2

0 0

1sin 2 2 1
 יקוביאן4

 חשוב
 לא

 לשכוח

d C d C C
π π

θ θ ϕ π
π

⇒ = ⇒ =∫ ∫  

( )00
1
4

F θ
π

⇒ =  

: 1=A  

0, 1m⇒ = ±  

( )11 , sin iy C e ϕθ ϕ θ=  

: נירמול נותן ש
3

8
C

π
= −.   

( )11

1,0

31: , sin
8

30 : cos
4

im y e

m y

ϕθ ϕ θ
π

θ
π

= = −

= = +

  

1mברגע שמצאנו את ( 0mאנו יכולים לקבל את  =    )−L על ידי הפעלת =

  

  
  

  
  

( )00 ,
1
4

y θ ϕ

π 

0m = 

z 

,x y 

3
4π 

3
4π

−
 

θ 

0, 1m = =A 
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Stern-Gerlach:  

0 0 0
ˆˆ,

2
 שדרוג

 קלאסי קוונטי

qL J
m

μ γ γ μ γ= = − ⎯⎯⎯→ =
G GG G

  

( ) N 0
ˆ

ˆ
z z

B z

W B r B BJμ μ γ= − ⋅ = − = −
G
&

GG
  

m , j  הםzJהערכים העצמיים של  m j− ≤ ≤ N2 1
ע של"ע  

J

j + ⇐.   

   יםmכלומר מספר ה  , Jע של "רואים שיהיו לנו כתמים כמספר הע
  ). לדרגות חופש אחרותסיש להתייח, לא ניתן להסביר את ניסוי סטרן גרלך על ידי קוונטיזציה(
  )זו בעם הוכחה לכך שספין קיים(

z 

,x y 

3
8π 

3
8π

−
 1, 1m = =A 
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  :תורת ההפרעות 

  )בוריס שפירא' פרופ: ה מחליףמרצ(

  :דוגמא מאלגברה

2 0 x קטן מאוד, x λ λ+ + =  

0λעבור  0xישנו פתרון  , = =.   

)נחפש פתרון בצורה  )2 3 4x a b c Oλ λ λ λ= + + + , ( )2 2 2 3 42x a ab Oλ λ λ= + +.   

  :נציב את הפתרון במשוואה
2 2 3 2 32 0a ab a b cλ λ λ λ λ λ⇒ + + + + + = ⇒  

( )
( )
( )

2 2 2

3

1 0 1

0 1

2 0 2 2

a a

a b b a

ab c c ab

λ

λ

λ

⎧ + = ⇒ = −
⎪⎪⇒ + = ⇒ = − = −⎨
⎪

+ = ⇒ = − = −⎪⎩

  

2 32x λ λ λ⇒ = − − −  
  :תוצאה זו ניתן לקבל מהפתרון המדויק

( ) ( )2 3 2 31 1 1 1 1 1 1 1 1 31 4 1 2 4 4 2
2 4 2 2 2 2 2! 4 3! 8

x λ λ λ λ λ λ λ λ⎡ ⎤= − + − = − + − ≅ − + − − − = − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  :חזרה לקוונטים

0: ניקח המילטוניאן
ˆ ˆ ˆH H Vλ= +.   

  ,כאשר

0Ĥ  -אוסילטור הרמוני , למשל(רע  ההמילטוניאן הלא מופ
2

2 2
0

ˆ 1ˆ ˆ
2 2
pH m x
m

ω= +.(   

V̂λ  - תיקון אנהרמוני, למשל( ההפרעה.(  

   .λבחזקות של  , Ĥ למצוא אנרגיות עצמיות והפונקציות העצמיות של –המטרה 

( )0
ˆ ˆ

 זו הבעיה שאנו רוצים לפתור

n n nH V Eλ ψ ψ+ =
�����	����


  

) :)הפתרונות הלא מופרעים (ידועים0Ĥהפתרונות של  ) ( ) ( )0 0 0
0

ˆ
n n nH Eψ ψ=.   

): הפונקציות הלא מופרעות )0 , 1, 2,3,...n nψ   : מהוות בסיס ועל כן ניתן לפתח אותן לפי הפיתוח הבא=

( )0
n nm m

m
cψ ψ=∑  

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

0 0
0

0 0 0

ˆ ˆ

ˆ

nm m n nm m
m m

nm m m n nm m
m m

H V c E c

c E V E c

λ ψ ψ

λ ψ ψ

⇒ + = →

→ + =

∑ ∑

∑ ∑
  

): רנכפיל בצד שמאל בוקטו )0
sψ כלומר,  ונעשה שימוש האורטונרמליות ,( ) ( )0 0

s m smψ ψ δ=.   

( ) ( ) ( )

( )( )

0 0 0

0

ˆ

 זו בעצם משוואת שרדינגר בבסיס ללא הפרעות

ns s nm s m n ns
m

n s ns sm nm
m

smV

c E c V E c

E E c V c

λ ψ ψ

λ

≡

⇒ + =

− ⇒

→

→ =

∑

∑


������

������	�����
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1,2,...s   . נתוןn עבור כל =
  :צורת הפתרון תהיה

( ) ( ) ( )0 1 22 ....n n n nE E E Eλ λ= + + +  
( ) ( ) ( )0 1 22 ...nm nm nm nmc c c cλ λ= + + +  

)בבעיה הלא מופרעת האנרגיה  )0
nE , ו( )0

nm nmc δ=.   

   :λהפרעה מסדר ראשון ב 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
P

( ) ( )( ) ( )

( )
( )( )0

0 1 0 0 1 0

0 0 0

0

 כאן לא
 מוסיפים
 תיקון

 הפתרון של הלא מופרע
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  :לאנרגית מצב היסוד , λ~תיקון מסדר ראשון 
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  :תזכורת
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  :תיקון מסדר שני
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