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תקציר

מערכות של המגנטית התגובה על מחקר מציגה זו עבודה
מסוים בתחום כלוא מנוונים אלקטרונים גז של מזוסקופיות קוונטיות
הקוונטית המערכת של ביותר, החשובה התכונה המרחב. של
הנשמרת (quantum coherence) קוונטית קוהרנטיות היא המזוסקופית
המערכת של אופייני מאורך גדול הקוהרנטיות שאורך כך התחום, בכל
מצביעה המלאה הקוהרנטיות לכאורה נמוכה). מספיק (בטמפרטורה
אפיוניה לחשב כדי המערכת של המדויק בספקטרום צורך על

שתי ולכך כאן המקרה לא זה אך להובלה. קשורים או תרמודינמיים
למרות האלה. במערכות אופייניות לאנרגיות קשורה הראשונה סיבות.
כל הינו A האנרגיה רמות בין המרחק סופי, הוא המערכת של שגודל
את לערער בלי מעבדה), (בתנאי סופית טמפרטורה שכל קטן, כך

הסיבה ימרח. הספקטרום ולכן ל^, ביחס גדולה תהייה הקוהרנטיות,
כתוצאה אכן, המדויק. הספקטרום על הידע למגבלות קשורה השניה
את לקבוע ניתן לא השפה, ומצורת המערכת בתוך מזיהומים
המערכות של דופן יוצאי מקרים להוציא המדויק, הספקטרום
התכונות את כלל בדרך מודדים אלה מסיבות האינטגרביליות.
תאורטיות שיטות לפתח היא המחקר מטרת הגלמיות. הספקטרליות

המרוחה). (או המוחלקת התגובה של לתיאור המתאימות
של תורה בהן, העיקריות זו, בעיה לפתרון שיטות מספר קיימות
חלש באי­סדר הפרעתיים פיתוחים ,(RMT) אקראיות מטריצות
שימוש על המסתמכות לא­פרטורבטיביות גישות דיפוזיוני), (משטר
סמי­קלאסיים קירובים או סופרסימטריה, גישת כמו השדה בתורות
לכל המצבים. צפיפות של (Gutzwiiler) גוצוילר נוסחת על המבוססים
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תכונות מזניחות חלקן משלה. מיגבלות יש האלה מהשיטות אחת
אחרי גם חשובות להיות שעשויות מיקרוסקופיות ספקטרליות
מתקבלת באחרות דיפוזיה), או ,rmt (כמו הספקטרום של המריחה

נומריות. בשיטות אלא אותה להעריך שקשה סבוכה כך כל תשובה
שיטות על המבוססת אחרת גישה בפיתוח מתמקדים אנו
האלה. המערכות של המגנטית התגובה תיאור לצורך אסימפטוטיות
גישות מאמינים שאנו למרות המחקר. של המרכזית הנקודה זאת
אנו האלקטרונים, בין האינטרקציה קיימת כאשר גם ישימות אלה
בפיסיקה בקצרה נדון האחרון בפרק רק חד­חלקיקית. בבעיה נתמקד
אחר חשוב נושא .(QuantumHair Effect) הקוונטי הול אפקט של
שפה תנאי של אחרת או זו לבחירה הסיבות הוא הזאת בעבודה
תאוריה הינה השפה תנאי שבעית טוענים אנו מזוסקופית. במערכת
קשיים בגלל ישירות השאלה את לפטור ניתן לא כאשר אפקטיבית

פיסיקלי. מידע חוסר או מתמטיים
קוונטית קוהרנטיות של תופעות לחקר היעילים הכלים אחד
גל פונקציות של פזות על משפיע שהוא מכיוון מגנטי, שדה הינו
תלות יש שונים תרמודינמיים לגדלים מכך, כתוצאה אלקטרוניות.
גם נדון אחיד, שדה של המקרה מלבד המגנטי. בשדה מעניינת
יכולים אינם שאלקטרונים האידיאלי, הסליל של ווקטורי בפוטנציאל

.(Aharonov­Bohm) אהרונוב­בוהם של שדה הנקרא לתוכו, לחדור
הראשונים הפרקים שני הפרקים. של התוכן את נציג להלן
אנו אהרונוב­בוהם. לשדה המגנטית התגובה לחקר מוקדשים
בטבעות הזורמים מגנוט), (או מתמידים זרמים על בדיון מתחילים
בקוהרנטיות האלה הזרמים של מקורם מסודרות. לא או נקיות
שמרחק כך , קטנות בטמפרטורות נמדדים הם לכן הקוונטית,
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בטמפרטורות הטבעת. של מההיקף יותר גדול יהיה הקוהרנטיות
של לסטטיסטיקה חשיבות יש קלוין) של גודל מסדר (שהן כאלה
בהתפלגות משתמשים ולכן גרנד­קנוני בצבר עובדים אנו החלקיקים.
של נגזרת שהוא המתמיד הזרם .(Fermi­Dirac) פרמי­דירק של
של פונקציה ידי על נתון המגנטי, השטף לפי טרמודינמי פוטנציאל

מונוטונית). (לא חזקות אוסצילציות עם כימי פוטנציאל ושל השטף
סדר כל כאשר המגנטי, בשטף הפונקציה את מפתחים אנו
שניתן היא העיקרית הטענה בלבד. כימי בפוטנציאל תלוי הזה בפיתוח
בצורה תלוי אחד חלק חלקים. שני של סכום בתור סדר כל להציג
אפס. ממוצע עם אוסצילטורית פונקציה הוא שני חלק ב­1\, מונוטונית
בצפיפות מדובר כאשר סמי­קלאסית בתורה מקובלת הזאת החלוקה
הדגש כאשר אחרים, גדלים עבור בה משתמשים אנו כאן מצבים.
החשובות התוצאות אחת (מונוטוני). המוחלף החלק על הזו בעבודה
של מקרוסקופיות תכונות משקף הזה שהחלק לציפייה שבניגוד היא
קוונטית. התאבכות של עדינות לתופעות גם רגיש נמצא הוא המערכת,
מכן לאחר מתאפס. נקיות בטבעות המוחלק שהזרם מראים אנו
לא בטבעות הממוצע הזרם של הקיימים החישובים על חוזרים אנו
עיקרם כי מבחינתנו, דבר מחדשים לא האלה החישובים מסודרות.
מאליו ברור אך נקיה. מערכת של ספקטרום על הזרם של מריחה הוא
של מהספקטרום שונות תכונות זיהומים עם טבעת של שלספקטרום
להישאר יכול לא ספקטרלי, גודל שהוא הזרם, לכן הנקיה. הטבעת
להוכיח מנת על פערים). והופעת ניוון (כמו האלה בתכונות תלוי בלתי
חד­מימדיים, מודלים בשני מוחלקים זרמים מחשבים אנו זאת,
מהמודלים אחד לכל .(Scafr) וסקרפ (Kronig­Penney) קרוניג­פני
הנקיה. הטבעת של מזו שונה מיוחדת, ספקטרלית התנהגות האלה
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וזה קרוניג­פני, מודל של במקרה מתאפס לא שהזרם רואים ואכן,
הספקטרום של העדינות התכונות חשיבות על טענתנו את מחזק
של מאפיינים איזה השאלה, זאת, עם הממוצעת. המגנטית לתגובה
חקירה ודורשת פתוחה נשארת להתאפס, לזרם גורמים הספקטרום

נוספת,

את הכוללים המודלים בהם החד­מימדיים, המקרים מלבד
איננו אנליטיים, לחישובים מספיק פשוטים עדיין הינם הזיהומים
תוצאות לנו אין לכן מימדים. בשלושה כאלה מודלים מכירים
rmt תאומה קיימת מימדים בשלושה האלה. במקרים מגובשות
התיאוריה אולם, מסודרת. הלא המערכת של הספקטרום לתיאור
בעוד בלבד, האנרגיה של סופי בטווח הספקטרום את נותנת RMT

את שקובעות הם הספקטרום של האסימפטוטית התכונות שלטענתנו
המוחלק. הזרם

ווקטורי שפוטנציאל מניחים אנו בטבעות זרמים על דיון לצורך
הזו ההנחה האם להבין חשוב לסליל. החלקיק בין במרחק תלוי אינו
אנו זו מטרה לצורך הטבעת. עובי את מגדילים כאשר בתוקף נשארת
במערכת האידיאלי הסליל של לשדה המגנטית התגובה את חוקרים
ביחס נמצא הווקטורי הפוטנציאל כאשר אין­סופי, מישור ­ פתוחה
הזרם חישוב של התוצאות לסליל. החלקיק בין המרחק עם הפוך
של המקרה לבין זה מקרה בין משמעותי הבדל על מצביעות המוחלק
הבדל קיים מתאפס. ואינו סופי נשאר המוחלק הזרם צרה. טבעת
הקשר האין­סופי שבמישור בעוד לציין, חשוב למגנוט. הקשור נוסף
במקרה בנפרד, המגנוט את לחשב ויש פשוט, אינו לזרם המגנוט בין

לזרם. פרופורציוני המגנוט הטבעת של
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ידי על הקוונטי המיקום בעיית לתיאור מוקדש הרביעי הפרק
שנוסח זה שמודל מוכיחים אנו .(random walk) אקראי מהלך של מודל
לגישה אסימפטוטי בגבול אקוויוולנטי (Allen) אלן ידי על
לבעיית (Voiihardt and Woeifie) וולפלה פולהרדט של הדיאגרמטית
עבור תוצאות אותן נותן אקראי מהלך של מודל לכן, המיקום.
שני, מצד .(localizaiton length) המיקום מרחק של קריטי אקספוננט
מגנטי, שדה בלי או עם מזוסקופית, למערכת מתאים אלן של התיאור
למשוואת שקול אקראי מהלך של האסימפטוטי שהגבול מכיוון
מערכות של המגנטית בתגובה עוסקים אנו מכן, לאחר דיפוזיה.

מגנטיים). ביליארדים (של אחיד מגנטי לשדה סופיות
של ספקטרליות תכונות מחשבים אנו ושישי חמישי בפרקים
ופנים שפה למצבי שקשורות דו­מימדיים, מגנטיים ביליארדים
אלקטרון קלאסית מכניקה של בתיאור האלה. למערכות המיוחדים
כולו נמצא האלקטרון מסלול כאשר מעגלי. במסלול מגנטי בשדה נע
בשפה, פוגע החלקיק אם פנים, מצב על מדברים אנו הביליארד, בתוך
בקשתות להסתובב ממשיך הוא כאשר לאורכה לנוע מתחיל הוא
גוש מצבי בין החדה ההפרדה שפה. מצב נקרא כזה מסלול קטנות.
של במקרה הזה ההיבט את חוקרים אנו הקוונטי. בגבול נעלמת ושפה
ידי על סמי­קלאסיות. שיטות בעזרת אינטגרבילייס, ביליארדיס
מראים אנו סמי­קלאסיות, גל פונקציות של אסימפטוטית התאמה
מוצאים אנו פנים. למצבי בספקטרום מתחברים שפה מצבי איך
הכי האנרגיה רמות את גבוה בדיוק מתארות האלה שהשיטות

נמוכות.

המגנטית­ התגובה של המוחלק לחלק חוזרים אנו שישי בפרק
הגודל על גם משפיעים שפה מצבי מגנטיים. בביליארדים מסלולית
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התיקון .(Landau) לנדאו של הדיאמגנטיזם של לתיקון וגורמים הזה
שיטות בשתי אותו מחשבים אנו השפה. לאורך פרופורציוני נמצא הזה
טעות מתקנים אנו תוצאה. אותה נותנות אשר שונות אסימפטוטיות

האלה. מהשיטות באחת שהשתמש ,(Robnik) רובניק של בחישובו
של דיאמגנטיזם של החישוב על חוזרים אנו השביעי בפרק
קשר לחקירת ככלי משמשת הזו הדוגמה אין­סופי. במישור לנדאו
שלו קירוב לבין הספקטרום על הפיזיקלי הגודל של מריחה בין שקיים
אנו כך אחר .(least squares) המינימליים הריבועים של שיטה בעזרת
נמצא אלקטרוני גז כאשר אחיד, מגנטי לשדה התגובה את מחשבים
של לדיאמגנטיזם זהה אותה ומוצאים היפרבולי, מישור ועל כדור על
קבועה בעקמומיות תלויה אינה המסלולית התגובה במישור. לנדאו

לחלקיקים. כתווך המשמש המשטח של
לבעיה שפה תנאי בוחרים "איך השאלה: נשאלת האחרון בפרק
ולא מספקת, חשיבות מייחסים לא הזו לשאלה לדעתנו פיזיקלית?"
אנו פיזיקלית. מוטיבציה שפה תנאי של מסוימת לבחירה יש תמיד
ניתן המערכת, על מלא מידע חסר שבהם מסוימים, שבמיקרים נראה
הבעיה את שמפשטים שפה תנאי פיזיקליים, שיקולים מתוך , לבחור
אנו האלה הכלליים השיקולים אחרי אותה. לפתור מאפשרים ובכך

מגנטי) בביליארד מאוד חזק מגנטי (שדה קוונטי הול באפקט דנים
למושגים להקנות אפשר שבעזרתם מקומיים, לא שפה תנאי ומציעים
שהוגדרו כפי האלה, למצבים מדויקת. משמעות וגוש שפה מצבי של
הנדרשות: הפיזיקליות תכונות את יש שבחרנו, שפה תנאי ידי על
אנו אנרגטי. פער ללא שפה מצבי של וערעורים מנוונים פנים מצבי
­Atiyah­Patodi) אטיה­פטודי­זינגר שפה: תנאי של בחירות בשתי דנים
תכונות מכילה . הראשונה הבחירה קירלייס. שפה ותנאי (Singer

vi

©
 T

ec
hn

io
n 

- I
sr

ae
l I

ns
tit

ut
e 

of
 T

ec
hn

ol
og

y,
 E

ly
ac

ha
r C

en
tra

l L
ib

ra
ry



אך ,(index theorems) אינדקס במשפטי הקשורות יפות, מתמטיות
חיצוניים פרמטרים של רציפה פונקציה אינו שלה הספקטרום
תנאי וחוקרים מציעים אנו לכן אהרונוב­בוהם). של שטף (לדוגמה,

בין קוונטית דואליות על ששומר רציף ספקטרום עם קירליים שפה
לפנים. שפה
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Abstract

Vairous problems dealing with the magnetic response of mesoscopic quantum
systems of degenerate electrons conifned in a domain are considered. A mesoscopic
quantum system is a system which keeps its full quantum coherence over the whole
domain. It is argued that important characteirstics of such a system does not
presuppose the knowledge of the exact energy spectrum for two reasons. Although
the system is ifnite and has therefore a discrete spectrum, the level spacing is so
small that any ifnite temperature in a realistic range although keeping the quantum
phase coherence, will always smooth the spectrum, so that the individual levels
will not be resolvable. The second reason is connected with our limited knowledge

■ of the exact spectrum. Indeed, due to inherent bulk disorder, to the shape of the
boundaires among other factors, the exact spectrum is not known in pirnciple except
perhaps in a limited number of so called integrable systems. For those reasons, only
gross features of those spectra are measured. Asymptotic methods are developed
in this thesis in order to descirbe this smoothed response due either to a uniform
magnetic ifeld or, an Aharonov­Bohm vector potential.

1 We consider the problem of persistent current (magnetization) lfowing in clean
or disordered irngs. We observe that the disorder average of the persistent current is
equivalent to smoothing of the current over the spectrum of a clean irng. This leads
us to consider the smooth current in models with impuirties, like the Kronig­Penney
model. The results show that the smooth quantities are sensitive to such properties

| of the spectra as gaps and degeneracies. They are also sensitive to an approxima­
tion of the genuine Aharonov­Bohm ifeld by a global gauge transformation, as a
calculation in an open system shows.

The random walk descirption of quantum localization as an asymptotic method
is presented. Theself­ consistent diagrammatic approach to calculate the critical
exponent of the localization length is shown to be equivalent to the random walk
picture, proposed by Allen. The cirtical exponent is obtained by an asymptotic
properties of the random walk. Since the asymptotic limit of random walk is the
diffusion equation, we formulated the quantum localization as a boundary value
problem.

Then, we study the magnetic response of bounded systems in a uniform mag­
netic ifeld (magnetic billiards). The spectral properties of such magnetic billiards
relfecting the interplay between the magnetic ifeld and the boundary of these do­
mains are calculated. The necessity to distinguish between smooth contirbution and
oscillations is emphasized. In particular the smooth part of the density of states for
the semi­inifnite cylinder is found by two different methods. On the other hand the
classical picture of the edge and bulk states in the strong magnetic ifeld is examined
from the point of view of quantum mechanics. To this aim we use semi­classical
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methods to calculate the energies of the lowest Landau level in two separable bil­
liards ­ semi­infinite plane and disc. The method of asymptotic matching of the
WKB wavefunctions and the comparison equation method are applied respectively,
working surpirsingly well even for the lowest energies.

The smooth part of the spectrum yielding the Landau diamagnetic susceptibility
is a paradigm to deepen our understanding of the notion of smoothing over the
energy of some thermodynamic quantity. The connection between smoothing and
approximating the exact quantity by the least squares procedure is raised. It is
shown that the smooth diamagnetic response of the electron gas on the sphere
and on the hyperbolic plane are identical to those of the plane, being therefore
independent of the curvature of the surface.

Finally, the question "how to choose boundary conditions?" is raised. We de­
velop the point of view that the boundary conditions should serve as an effective
theory in problems that are either too diiffcult to solve as they stand, or with in­
suiffcient information about the system. In particular in the Quantum Hall regime
boundary conditions are desirable, which relfect edge­bulk duality inherent in this
problem. This requirement is shown to be satisfied by non­local boundary con­
ditions. Two choices of non­local boundary conditions are studied, the so­called
Atiyah­Patodi­Singer and the chiral boundary conditions. The former choice guar­
antees the existence of Index theorems, which we use to propose a new relation for
the Hall conductance. However there the energies are not continuous functions of ex­
ternal parameters (like an Aharonov­Bohm lfux), thus obstructing the discussion of
adiabatic transport. On the other hand, the chiral boundary conditions give a con­
tinuous spectrum, which preserves the bulk­edge separation, and provide appealing
physical properties to bulk and edge.
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